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viii Ï�ÅÄÈÑËÎÂÈÅðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, äâóõòî÷å÷íûå êðàåâûå çàäà÷èäëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà è çàäà÷è äëÿ ïðîñòåéøèõ óðàâíåíèé ñ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Äëÿ çàäà÷è Êîøè èçëîæåíû ÿâíûå è íåÿâíûåìåòîäû �óíãå-Êóòòû è ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû. �àçíîñòíûå ìåòîäû äëÿäâóõòî÷å÷íûõ çàäà÷ èçëîæåíû è èññëåäîâàíû íà ðàâíîìåðíîé, íåðàâíî-ìåðíîé è ñãóùàþùèõñÿ ñåòêàõ. Èç óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìèðàññìîòðåíû îäíîìåðíîå íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè èóðàâíåíèå êîëåáàíèé ñòðóíû.Ñòîëü ñïåöè�è÷åñêèé îòáîð ìàòåðèàëà ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî èìåííî ýòèðàçäåëû ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ÷èòàþòñÿ íà òðåòüåì êóðñå ÂÌÊ Ì�Ó.Àâòîð ïðèíîñèò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü È.�. Áåëóõèíîé çà åå òðóäïî î�îðìëåíèþ êíèãè.



Âû÷èñëèòåëüíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðà

1



2 Âû÷èñëèòåëüíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðà åñòü ðàçäåë ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èëèíåéíîé àëãåáðû, êîòîðûé çàíèìàåòñÿ ðàçðàáîòêîé è èññëåäîâàíèåì ïðàê-òè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ íà êîìïüþòåðàõ çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû.Âû÷èñëèòåëüíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàõîäèò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â áîëü-øèíñòâå ÷èñëîâûõ âû÷èñëåíèé âî âñåõ îáëàñòÿõ ïðèëîæåíèé, òàêèõ êàê�èçèêà, òåõíèêà, õèìèÿ, �èíàíñû è ò.ä. Èìåþòñÿ äâå îñíîâíûå çàäà÷èìàòðè÷íûõ âû÷èñëåíèé:
∗ ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,
∗ âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèö.Êîíå÷íî, â ëèíåéíîé àëãåáðå èìåþòñÿ è äðóãèå âàæíûå çàäà÷è, íî ýòèäâå ïðåîáëàäàþò, è èìåííî îíè áóäóò èçó÷åíû â äàííîì êóðñå.Â ñèëó òåîðåìû Êðîíåêåðà - Êàïåëëè ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-ñêèõ óðàâíåíèé

Ax = bðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí ðàíãóðàñøèðåííîé ìàòðèöû [Ab]. Ýòî çàâåäîìî òàê, åñëè ìàòðèöà A êâàäðàò-íàÿ è íåâûðîæäåííàÿ, ò.å. detA 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà íå òîëüêîðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ b, íî è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (ðàçðåøèìàîäíîçíà÷íî). Èìåííî ýòîò ñëó÷àé ìû è áóäåì èçó÷àòü.Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äåëÿòñÿíà äâå ãðóïïû. Ê ïåðâîé ãðóïïå ïðèíàäëåæàò òàê íàçûâàåìûå ïðÿìûåìåòîäû � àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷èòü ðåøåíèå çà êîíå÷íîå ÷èñëîàðè�ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé. Ñþäà îòíîñÿòñÿ èçâåñòíîå ïðàâèëî Êðàìå-ðà íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ïðè ïîìîùè îïðåäåëèòåëåé, ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ�àóññà, ìåòîä ïðîãîíêè � ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì ñ òðåõäèàãîíàëüíûìèìàòðèöàìè. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ìåòîäû, èç êîòîðûõ îòìåòèì ìåòîäÕîëåöêîãî (ìåòîä êâàäðàòíûõ êîðíåé), ïðèìåíÿåìûé ê ñèñòåìàì ñ ñèì-ìåòðè÷íûìè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè ìàòðèöàìè, ìåòîä âðàùåíèéè ìåòîä îòðàæåíèé.Âòîðóþ ãðóïïó ñîñòàâëÿþò ïðèáëèæåííûå ìåòîäû, â ÷àñòíîñòè, èòå-ðàöèîííûå. Â èòåðàöèîííûõ ìåòîäàõ ðåøåíèå ñèñòåìû ïîëó÷àåòñÿ êàêïðåäåë ïðè ñòðåìëåíèè ÷èñëà èòåðàöèé n ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè êîíå÷íûõ
n, êàê ïðàâèëî, ïîëó÷àþòñÿ ëèøü ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ.Ïðÿìûå è èòåðàöèîííûå ìåòîäû èìåþò ñâîþ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ: åñ-ëè ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû íå ñëèøêîì âåëèêà, òî ÷àñòî ïðåäïî÷òèòåëüíåå



Âû÷èñëèòåëüíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðà 3èñïîëüçîâàòü ïðÿìûå ìåòîäû. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû âûãîäíû äëÿ ñèñòåìáîëüøîãî ïîðÿäêà. Îñîáåííî â ñëó÷àå ìàòðèö ñïåöèàëüíîãî âèäà.
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1Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ �àóññà èòðåóãîëüíîå (LU) ðàçëîæåíèåìàòðèöû
Èñêëþ÷åíèå �àóññà áåçóñëîâíî çíàêîìî ÷èòàòåëþ õîòÿ áû èç êóðñà ëèíåé-íîé àëãåáðû, à, ìîæåò áûòü, è èç øêîëüíîãî êóðñà. Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿïðîñòåéøèì ìåòîäîì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-íèé. Îí øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðó÷íîì ðåøåíèè òàêèõ ñèñòåì è â òî æåâðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì äëÿ èõ ðåøåíèÿ íà êîìïüþòåðàõ.1.1 Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ �àóññàÑèñòåìà Ax = b â ðàçâåðíóòîé �îðìå èìååò âèä

n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, . . . , n. (1.1)Ìåòîä �àóññà èëè ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõñîñòîèò â òîì, ÷òî íåèçâåñòíûå xj, j = 1, . . . , n − 1 ïîñëåäîâàòåëüíîèñêëþ÷àþòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (1.1), â ðåçóëüòàòå÷åãî îíà ïðåîáðàçóåòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå ñ òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé,ðåøåíèå êîòîðîé ïðîñòî íàõîäèòñÿ.Íàïîìíèì òðåáóåìûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ n = 3. Ïðè ýòîì çíà÷å-íèè n ñèñòåìà (1.1) ïðèìåò âèä
a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2,

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3.5



6 1. ÌÅÒÎÄ �ÀÓÑÑÀ È Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÎÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÌÀÒ�ÈÖÛÑíàáäèì êîý��èöèåíòû ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû è ýëåìåíòû åå ïðàâîé÷àñòè âåðõíèì èíäåêñîì (0), ò.å. ïóñòü aij =: a
(0)
ij , bj =: b

(0)
j . Òîãäà

a
(0)
11 x1 + a

(0)
12 x2 + a

(0)
13 x3 = b

(0)
1 ,

a
(0)
21 x1 + a

(0)
22 x2 + a

(0)
23 x3 = b

(0)
2 ,

a
(0)
31 x1 + a

(0)
32 x2 + a

(0)
33 x3 = b

(0)
3 .

(1.2)
Ïåðâûé øàã. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a11 = a

(0)
11 6= 0, è ïîäåëèì ïåðâîåóðàâíåíèå ñèñòåìû íà ýòîò êîý��èöèåíò. Çàòåì óìíîæèì ïîëó÷åííîåóðàâíåíèå íà a(0)

21 è ðåçóëüòàò âû÷òåì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ
(
a

(0)
21 − a

(0)
21

a
(0)
11

a
(0)
11

)
x1+

(
a

(0)
22 − a

(0)
21

a
(0)
11

a
(0)
12

)
x2+

(
a

(0)
23 − a

(0)
21

a
(0)
11

a
(0)
13

)
x3 =b

(0)
2 − a

(0)
21

a
(0)
11

b
(0)
1 .Êîý��èöèåíò ïðè x1 â ïðåîáðàçîâàííîì âòîðîì óðàâíåíèè ðàâåí íóëþ,è ïîýòîìó ñèñòåìà (1.2) ïîñëå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèíèìàåò âèä

a
(0)
11 x1+a

(0)
12 x2 + a

(0)
13 x3 = b

(0)
1 ,

a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 = b

(1)
2 ,

a
(0)
31 x1+a

(0)
32 x2 + a

(0)
33 x3 = b

(0)
3 ,

(1.3)ãäå
a

(1)
2j = a

(0)
2j − l21a

(0)
1j , l21 = a

(0)
21 /a

(0)
11 , b

(1)
2 = b

(0)
2 − l21b

(0)
1 .Òåïåðü ïðåîáðàçîâàííîå ïåðâîå óðàâíåíèå ñ åäèíè÷íûì êîý��èöèåíòîìïðè x1 óìíîæèì íà a(0)

31 è âû÷òåì èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ
(
a

(0)
31 − a

(0)
31

a
(0)
11

a
(0)
11

)
x1+

(
a

(0)
32 − a

(0)
31

a
(0)
11

a
(0)
12

)
x2+

(
a

(0)
33 − a

(0)
31

a
(0)
11

a
(0)
13

)
x3 =b

(0)
3 − a

(0)
31

a
(0)
11

b
(0)
1 .Êîý��èöèåíò ïðè x1 ðàâåí íóëþ è â ýòîì óðàâíåíèè, à èñõîäíàÿ ñèñòåìàïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

a
(0)
11 x1+a

(0)
12 x2 + a

(0)
13 x3 = b

(0)
1 ,

a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 = b

(1)
2 ,

a
(1)
32 x2 + a

(1)
33 x3 = b

(1)
3 ,

(1.4)ãäå
a

(1)
3j = a

(0)
3j − l21a

(0)
1j , l31 = a

(0)
31 /a

(0)
11 , b

(1)
3 = b

(0)
3 − l31b

(0)
1 .



1.1. ÌÅÒÎÄ ÈÑÊËÞ×ÅÍÈß �ÀÓÑÑÀ 7Âòîðîé øàã. Ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè a(1)
ij èç (1.4) íàçûâàåòñÿ âåäóùåéïîäìàòðèöåé (âòîðîãî) øàãà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a

(1)
22 6= 0, è ïîäåëèìâòîðîå óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû íà a(1)

22 . Äîìíîæàÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèåíà a(1)
32 è âû÷èòàÿ èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ, ïðèäåì ê ñèñòåìå ñ òðåóãîëüíîéìàòðèöåé

a
(0)
11 x1 + a

(0)
12 x2 + a

(0)
13 x3 = b

(0)
1 ,

a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 = b

(1)
2 ,

a
(2)
33 x3 = b

(2)
3 ,

(1.5)ãäå
a

(2)
33 = a

(1)
33 − l32a

(1)
22 , l32 = a

(1)
32 /a

(1)
22 , b

(2)
3 = b

(1)
3 − l32b

(1)
2 .Â îáùåì ñëó÷àå ïðîöåäóðà èñêëþ÷åíèÿ àíàëîãè÷íà îïèñàííîé è ñîñòî-èò èç (n− 1) øàãîâ. Êîý��èöèåíòû îêîí÷àòåëüíîé òðåóãîëüíîé ñèñòåìû

a
(0)
11 x1 + a

(0)
12 x2 + a

(0)
13 x3 + . . . + a

(0)
1nxn = b

(0)
1

a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 + . . . + a

(1)
2nxn = b

(1)
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
(i−1)
ii xi + . . . + a

(i−1)
in xn = b

(i−1)
i

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
(n−1)
nn xn = b

(n−1)
n ,

(1.6)
è âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ, ðàâíî êàê è èõ ïðàâûå ÷àñòè íà k-îì øàãå, k =
1, 2, . . . , n− 1, âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì

a
(k)
ij = a

(k−1)
ij − lika

(k−1)
kj , i, j = k + 1, . . . , n, (1.7)

b
(k)
i = b

(k−1)
i − likb

(k−1)
k , i = k + 1, . . . , n, (1.8)à

lik = a
(k−1)
ik /a

(k−1)
kk , i = k + 1, . . . , n, (1.9)ïðè÷åì a

(0)
ij = aij , b(0)

i = bi.Âû÷èñëåíèÿ ïî �îðìóëàì (1.7)-(1.9) íàçûâàþòñÿ ïðÿìûì õîäîì ìå-òîäà �àóññà. Ïîñëå ýòîãî íåèçâåñòíûå xk ïîñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ xn,íàõîäÿòñÿ èç (1.6) ïî �îðìóëàì
xi =

[
b
(i−1)
i −

n∑

j=i+1

a
(i−1)
ij xj

] /
a

(i−1)
ii , i = n, . . . , 1. (1.10)



8 1. ÌÅÒÎÄ �ÀÓÑÑÀ È Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÎÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÌÀÒ�ÈÖÛÂû÷èñëåíèÿ ïî ýòèì �îðìóëàì íàçûâàþò îáðàòíûì õîäîì ìåòîäà �àóñ-ñà èëè îáðàòíîé ïîäñòàíîâêîé.Çàìå÷àíèå 1.1. Â �îðìóëàõ (1.6) ïðè ïðåáðàçîâàíèÿõ ñèñòåìû (1.1)ïåðâîå óðàâíåíèå îñòàëîñü áåç èçìåíåíèÿ. Ñ ðàâíûì óñïåõîì ìîæåò áûòüèñïîëüçîâàí è äðóãîé âàðèàíò èñêëþ÷åíèÿ, êîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå (1.1)äåëèòñÿ íà a11, à âìåñòî (1.6) ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà ñ åäèíè÷íûìè êîý��è-öèåíòàìè ïðè xj â j-îì óðàâíåíèè.Çàìå÷àíèå 1.2. Âû÷èñëåíèÿ ïî �îðìóëàì (1.9), (1.10) , à, ñëåäîâàòåëü-íî, è ïî �îðìóëàì (1.7), (1.8) âîçìîæíû ëèøü òîãäà, êîãäà âñå ÷èñëà
a

(i−1)
ii 6= 0, i = 1, . . . , n. (1.11)Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ (1.11) óñòàíàâëèâàþòñÿâ äîêàçûâàåìîé íèæå òåîðåìå 1.2.1.2 LU ðàçëîæåíèå ìàòðèöû.Ïîêàæåì, ÷òî ìåòîä �àóññà ýêâèâàëåíòåí ðàçëîæåíèþ ìàòðèöû A ñè-ñòåìû (1.1) â ïðîèçâåäåíèå íèæíåé L è âåðõíåé U òðåóãîëüíûõ ìàòðèöñ ïîñëåäóþùèì ðåøåíèåì âñïîìîãàòåëüíûõ ñèñòåì ñ ýòèìè ìàòðèöàìè.Ñäåëàåì ýòî íà ïðèìåðå ìàòðèöû òðåòüåãî ïîðÿäêà èç (1.2). Äëÿ ýòîãîââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöû

E21 =




1 0 0

−l21 1 0
0 0 1


 , E31 =




1 0 0

0 1 0
−l31 0 1


 , L−1

2 := E32 =




1 0 0

0 1 0
0 −l32 1


 ,ãäå lik îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (1.9) Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïåðåõîäîò ñèñòåìû (1.2) ê ñèñòåìå (1.3) ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí óìíîæåíèåììàòðèöû A(0) ñèñòåìû (1.2) è åå ïðàâîé ÷àñòè b(0) íà ìàòðèöó E21, à îò (1.3)ê (1.4) � óìíîæåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû è âåêòîðà íà ìàòðèöó

E31. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî
L−1

1 := E31E21 = E21E31 =




1 0 0

−l21 1 0
−l31 0 1


è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîä îò (1.2), ìèíóÿ (1.3), ñðàçó ê (1.4) îñóùåñòâ-ëÿåòñÿ óìíîæåíèåì ìàòðèöû ñèñòåìû (1.2) è åå ïðàâîé ÷àñòè íà L−1

1 .



1.2. LU �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÌÀÒ�ÈÖÛ. 9Àíàëîãè÷íî (áóäåì ãîâîðèòü òîëüêî î ìàòðèöàõ)
A(2) = L−1

2 A(1) = L−1
2 L−1

1 A(0),ãäå A(k) � ìàòðèöû, ïîëó÷àåìûå íà k-îì øàãå, è, ñëåäîâàòåëüíî,
A = A(0) = L1L2A

(2). (1.12)Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
L1 =




1 0 0

l21 1 0
l31 0 1


 , L2 =




1 0 0

0 1 0
0 l32 1


 ,ò.å. ïðè îáðàùåíèè Lk ìåíÿåòñÿ òîëüêî çíàê ïåðåä ïîääèàãîíàëüíûìèýëåìåíòàìè lik, i > k. Äàëåå,

L := L1L2 =




1 0 0
l21 1 0

l31 l32 1


 ,à ìàòðèöà A(2) èç (1.12), ò.å. ìàòðèöà ñèñòåìû (1.5), åñòü âåðõíÿÿ òðå-óãîëüíàÿ ìàòðèöà. Îáîçíà÷àÿ åå ÷åðåç U è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âûøå-ñêàçàííîå, ïðèõîäèì ê èñêîìîìó ðàçëîæåíèþ

A = LU, (1.13)ãäå L � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíè÷íîé ãëàâíîé äèàãîíàëüþ.Âñå âûøåñêàçàííîå îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è â îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöû
A ïîðÿäêà n. Òåïåðü ìàòðèöû L è U èç (1.13) èìåþò âèä

L =




1 0 0 . . . 0
l21 1 0 . . . 0

l31 l32 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

ln1 ln2 ln3 . . . 1



, U =




u11 u12 u13 . . . u1n

0 u22 u23 . . . u2n

0 0 u33 . . . u3n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . unn



, (1.14)

ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû lik ìàòðèöû L âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (1.9), àýëåìåíòû ukj := a
(k−1)
kj ìàòðèöû U � ïî �îðìóëàì (1.7).Èìåÿ ðàçëîæåíèå (1.13), ñèñòåìó (1.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
Ax = LUx = Ly = b, Ux = y,



10 1. ÌÅÒÎÄ �ÀÓÑÑÀ È Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÎÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÌÀÒ�ÈÖÛïîñëå ÷åãî ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1) ðàñïàäàåòñÿ íà ðåøåíèå äâóõ ñèñòåì ñòðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè
Ly = b è Ux = y. (1.15)�åøåíèå ïåðâîé èç ýòèõ ñèñòåì çàìåíÿåò ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà ïðà-âîé ÷àñòè ñèñòåìû (1.1) ïî �îðìóëàì (1.8) ïðÿìîãî õîäà ìåòîäà �àóññà.�åøåíèå æå x âòîðîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëàìè (1.10) îáðàòíîéïîäñòàíîâêè, ãäå b(i−1)

i = yi, à a(i−1)
ij = uij.Çàìå÷àíèå 1.3. Ñîîòíîøåíèÿ (1.7) ñîäåðæàò �îðìóëû äëÿ ukj = a

(k−1)
kjè ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå òîæå íóæíî çàïîìèíàòü è õðàíèòü.Ìû ñåé÷àñ ïðåîáðàçóåì ýòè �îðìóëû ê òàêîìó âèäó, ïðè êîòîðîì õðàíå-íèå ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé íå òðåáóåòñÿ.Ïóñòü ìàòðèöû L è U èìåþò âèä (1.14), ò.å. èõ ýëåìåíòû

lik = 0 ïðè k > i, (1.16)à
ukj = 0 ïðè k > j. (1.17)Ïîñêîëüêó LU = A, òî ïî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ìàòðèö íàõîäèì, ÷òî

aij =

n∑

k=1

likukj. (1.18)Ïðåîáðàçóåì ýòó �îðìóëó äâóìÿ ñïîñîáàìè. Â ñèëó (1.14), (1.16)
n∑

k=1

likukj =
i−1∑

k=1

likukj + l=1
ii uij +

n∑

k=i+1

l=0
ik ukj =

i−1∑

k=1

likukj + uij,à â ñèëó (1.17)
n∑

k=1

likukj =

j−1∑

k=1

likukj + lijujj +

n∑

k=j+1

lik

0
‖
ukj =

j−1∑

k=1

likukj + lijujj.Îòñþäà è èç (1.18) èìååì
uij =

[
aij −

i−1∑

k=1

likukj

]
i = 1, . . . , n; j = i, . . . , n;

lij =
1

ujj

[
aij −

j−1∑

k=1

likukj

]
j = 1, . . . , n; i = j + 1, . . . , n.

(1.19)



1.2. LU �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÌÀÒ�ÈÖÛ. 11Î÷åâèäíî, ÷òî ðåàëèçàöèÿ �îðìóë (1.19) âîçìîæíà òîëüêî òîãäà, êîãäàâñå ujj = a
(j−1)
jj îòëè÷íû îò íóëÿ (ñð. ñ (1.11)).Çàìå÷àíèå 1.4. Ôîðìóëû (1.19) óñòðîåíû òàê, ÷òî íåëüçÿ ñíà÷àëà âû-÷èñëèòü âñå uij, à çàòåì âñå lij èëè íàîáîðîò. Ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäó-þùèé ïîðÿäîê âû÷èñëåíèé ïî ýòèì �îðìóëàì:

u1j = a1j, j = 1, 2, . . . , n;

li1 = ai1/u11, i = 2, 3, . . . , n;

u2j = a2j − l21u1j, j = 2, 3, . . . , n;

li2 = (ai2 − li1u12)/u22, i = 3, 4, . . . , n;

(1.20)
è ò.ä., ò.å. ÷åðåäîâàòü âû÷èñëåíèå ñòðîê ìàòðèöû U è ñòîëáöîâ ìàòðèöû
L. Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö L è U ðåøåíèå ñèñòåì (1.15) ñ òðåóãîëüíûìèìàòðèöàìè íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëàì

yi = bi −
i−1∑

k=1

likyk, i = 1, 2, . . . , n, (1.21)(âû÷èñëåíèÿ âåäóòñÿ ñâåðõó âíèç)� ïðÿìàÿ ïîäñòàíîâêà,
xk =

1

ukk

[
yk −

n∑

j=k+1

ukjxj

]
, k = n, n− 1, . . . , 1 (1.22)(âû÷èñëåíèÿ âåäóòñÿ ñíèçó ââåðõ) � îáðàòíàÿ ïîäñòàíîâêà.Îäíîé èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê ëþáîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ÿâ-ëÿåòñÿ åãî òðóäîåìêîñòü. Ïîä òðóäîåìêîñòüþ ìåòîäà, ïðåäíàçíà÷åííîãîäëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1), îáû÷íî ïîíèìàþò ÷èñëî àðè�ìåòè÷åñêèõäåéñòâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ íàõîæäåíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ. ×àñòî â òðó-äîåìêîñòü ìåòîäà âêëþ÷àþò ëèøü äåéñòâèÿ óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ, êàêíàèáîëåå òðóäîåìêèå îïåðàöèè ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàáîòû êîìïüþòåðà. Òàêáóäåì ïîñòóïàòü è ìû.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèé ïî �îðìóëàì (1.19) (äëÿ ïîëó÷åíèÿ



12 1. ÌÅÒÎÄ �ÀÓÑÑÀ È Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÎÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÌÀÒ�ÈÖÛòðåóãîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ) òðåáóåòñÿ
Q =

n∑

i=1

n∑

j=i

(i− 1) +
n∑

j=1

n∑

i=j+1

j =
n∑

i=1

[(i− 1)(n− i+ 1) + i(n− i)] =

= 2
n∑

i=1

[(n+ 1)i− i2] − n(n+ 1) = n(n+ 1)2 − n(n+ 1)(2n+ 1)

3
−

− n(n+ 1) =
n(n2 − 1)

3
=
n3

3
+ O(n) ≈ n3

3 (1.23)äåéñòâèé óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ.Äëÿ âû÷èñëåíèé ïî �îðìóëàì (1.21) è (1.22) èìååì ñîîòâåòñòâåííî
◦
q =

n∑

i=1

(i− 1) =
n(n− 1)

2
è q =

n∑

k=1

(n− k+1) =
n(n+ 1)

2
, (1.24)ò.å. îáùåå ÷èñëî äåéñòâèé äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì (1.15) ïî �îðìóëàì (1.21),(1.22) åñòü

q =
◦
q + q = n2. (1.25)Çàìå÷àíèå 1.5. Èç �îðìóë (1.23) è (1.25) ñëåäóåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ

n îñíîâíîé îáúåì ðàáîòû, êîòîðóþ íóæíî âûïîëíèòü äëÿ ðåøåíèÿ ñè-ñòåìû (1.1) îïèñàííûì ìåòîäîì, ïàäàåò íà ïðåîáðàçîâàíèå êîý��èöèåí-òîâ ìàòðèöû ñèñòåìû, ò.å. íà ïîñòðîåíèå òðåóãîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ, â òîâðåìÿ êàê ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè (ðåøåíèå ïåðâîé ñèñòå-ìû (1.15)) è íà îòûñêàíèå ñàìîãî ðåøåíèÿ òðóäîçàòðàòû ñðàâíèåòåëüíîíåâåëèêè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðè áîëüøèõ n ðåøåíèå íåñêîëüêèõ ñèñòåì ñðàçëè÷íûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè è îäíîé è òîé æå ìàòðèöåé îêàçûâàåòñÿïî òðóäîåìêîñòè ïðàêòè÷åñêè òàêèì æå êàê è ðåøåíèå îäíîé ñèñòåìû.Âûÿñíèì òåïåðü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âû÷èñëåíèÿ ïî �îðìóëàì (1.19)-(1.22) âîçìîæíû, ò.å. âñå ujj îòëè÷íû îò íóëÿ.Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü A � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, L � íèæíÿÿ òðå-óãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíè÷íîé ãëàâíîé äèàãîíàëüþ, à U � íåâûðîæ-äåííàÿ âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà, åñëè A = LU , òî ýòîïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1 íàì ïîòðåáóåòñÿ



1.2. LU �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÌÀÒ�ÈÖÛ. 13Ëåììà 1.1. Ïóñòü T åñòü íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà (ñîîòâåò-ñòâåííî, âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà). Òîãäà åå îáðàòíàÿ (åñëè îíàñóùåñòâóåò) òàêæå ÿâëÿåòñÿ íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé (ñîîò-âåòñòâåííî, âåðõíåé òðåóãîëüíîé) ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè, ðàâ-íûìè îáðàòíûì âåëè÷èíàì äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ T . Ïóñòü T ′ � äðó-ãàÿ íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà (ñîîòâåòñòâåííî, âåðõíÿÿ òðåóãîëü-íàÿ). Òîãäà ïðîèçâåäåíèå TT ′ åñòü òàêæå íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðè-öà (ñîîòâåòñòâåííî, âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ) ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòà-ìè, ðàâíûìè ïðîèçâåäåíèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåí-òîâ T è T ′.Óïðàæíåíèå 1.1. Äîêàçàòü ëåììó 1.1.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. Ïóñòü A = L1U1 = L2U2. Òîãäà
L1 = L2U2U

−1
1 è L−1

2 L1 = U2U
−1
1 .Ñëåâà ñòîèò ïðîèçâåäåíèå íèæíèõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö, à ñïðàâà � âåðõ-íèõ. Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå åñòü äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöàD, ò.å. L−1

2 L1 = D.Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî L1 = L2D. Ïîñêîëüêó ãëàâíûå äèàãîíàëè L1 è L2åäèíè÷íûå, à ãëàâíàÿ äèàãîíàëü L2D ñîâïàäàåò ñ ãëàâíîé äèàãîíàëüþ D,òî D = I. Îòñþäà L1 = L2 è U1 = U2. Òåîðåìà äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 1.6. Ýëåìåíòû lik è ukj �èãóðèðóþùèõ â òåîðåìå 1.1 ìàò-ðèö L è U îïðåäåëÿþòñÿ èç íåëèíåéíîé ñèñòåìû (1.18), ñîäåðæàùåé n2óðàâíåíèé. Ñàìèõ æå ýëåìåíòîâ ó äâóõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö n(n+1), ò.å.íà n áîëüøå, ÷åì óðàâíåíèé. Íåäîñòàþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ îäíîçíà÷íîãîîïðåäåëåíèÿ ìàòðèö L è U êàê ðàç è çàäàþòñÿ óñëîâèåì lii = 1, i =

1, 2, . . . , n.Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, L �íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíè÷íîé ãëàâíîé äèàãîíàëüþ, à U �íåâûðîæäåííàÿ âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. �àçëîæåíèå A = LUñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû
A îòëè÷íû îò íóëÿ.Íàïîìíèì, ÷òî óãëîâûìè ìèíîðàìè ìàòðèöû A íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû

∆1 = a11, ∆2 = det

[
a11 a12

a21 a22

]
, . . . , ∆n = det[A].



14 1. ÌÅÒÎÄ �ÀÓÑÑÀ È Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÎÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÌÀÒ�ÈÖÛÄîêàçàòåëüñòâî. 1◦. (Íåîáõîäèìîñòü)Ïóñòü ðàçëîæåíèå A = LU ñóùåñòâóåò. Òîãäà ïî òåîðåìå 1.1 îíî åäèí-ñòâåííî. Ïðåäñòàâèì ìàòðèöû A, L è U â áëî÷íîì âèäå
A =

[
Am A12

A21 A22

]
, L =

[
Lm 0
L21 L22

]
, U =

[
Um U12

0 U22

]
,ãäå Am, Lm, Um è A22, L22, U22 � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòåé

m ×m è (n −m) × (n −m) ñîîòâåòñòâåííî, à m � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.�àçëîæåíèå A = LU â áëî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä
[
Am A12

A21 A22

]
=

[
Lm 0
L21 L22

] [
Um U12

0 U22

]
=

[
LmUm LmU12

L21Um L21U12 + L22U22

] (1.26)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
Am = LmUm. (1.27)Ïîñêîëüêó ìàòðèöà U òðåóãîëüíàÿ è íåâûðîæäåííàÿ, òî âñå åå äèàãî-íàëüíûå ýëåìåíòû îòëè÷íû îò íóëÿ. Ïîýòîìó íåâûðîæäåíà è òðåóãîëüíàÿìàòðèöà Um. Òåì ñàìûì

∆m = det[Am] = det[Lm] det[Um] = u11 . . . umm 6= 0ïðè m = 1, . . . , n.2◦. (Äîñòàòî÷íîñòü) Ïóñòü òåïåðü ∆1∆2 . . .∆n 6= 0. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâàñóùåñòâîâàíèÿ òðåóãîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ïîëíîéìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî ïîðÿäêó ñèñòåìû n. Ïðè n = 1 ìàòðèöà
A = a11 = ∆1 6= 0, ìàòðèöà L = 1 è ïîýòîìó U = u11 = a11 = detU 6= 0.Ñóùåñòâîâàíèå èñêîìîãî ðàçëîæåíèÿ ïðè n = 1 äîêàçàíî.Ïóñòü Ak � ìàòðèöà ïîðÿäêà k è ðàçëîæåíèå Ak = LkUk ñóùåñòâóåòñ detUk 6= 0 ïðè k = 1, . . . , m − 1. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò è Am =

LmUm, ïðè÷åì detUm 6= 0. Ïóñòü a·m = [a1m . . . am−1 m]T � ñòîëáåö, am· =
[am1 . . . am m−1] � ñòðîêà è ðàçëîæåíèå Am áóäåì èñêàòü â âèäå
Am =

[
Am−1 a·m
am· amm

]
=

[
Lm−1 0
lm· 1

][
Um−1 u·m

0 umm

]
=

[
Lm−1Um−1 Lm−1u·m
lm·Um−1 lm·u·m + umm

]
.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íåèçâåñòíûé ñòîëáåö u·m, íåèçâåñòíàÿ ñòðîêà lm· èíåèçâåñòíûé ýëåìåíò umm îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

Lm−1u·m = a·m

lm·Um−1 = am· ⇒ UT
m−1l

T
m· = aT

m·,

umm = amm − lm·u·m .

(1.28)



1.3. ÌÅÒÎÄ ÕÎËÅÖÊÎ�Î (ÊÂÀÄ�ÀÒÍÛÕ ÊÎ�ÍÅÉ) 15Ïîñêîëüêó Lm−1 è Um−1 íåâûðîæäåííûå, èç ïåðâîãî è âòîðîãî ñîîò-íîøåíèé (1.28) ìîæíî íàéòè u·m è lm·, ñîîòâåòñòâåííî, ïîñëå ÷åãî òðåòüåñîîòíîøåíèå äàåò umm. Ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ (1.26) äëÿ m äîêàçà-íî. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî detUm 6= 0. Íî ñ ó÷åòîì (1.27)
0 6= ∆m = detAm = detUm,÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.1.3 Ìåòîä Õîëåöêîãî (êâàäðàòíûõ êîðíåé)Âíîâü îáðàòèìñÿ ê ñèñòåìå

Ax = b. (1.29)Íà ýòîò ðàç áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íà è ïîëîæè-òåëüíî îïðåäåëåíà, ò.å.
A = AT è A > 0. (1.30)Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà xTAx > 0 äëÿ ëþáîãî íåíó-ëåâîãî âåêòîðà x. Íàïîìíèì, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà èìååò òîëüêîäåéñòâèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèèÿ, à ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ �òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå. Â ñèëó êðèòåðèÿ Ñèëüâåñòðà íåîáõîäèìûì è äî-ñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿïîëîæèòåëüíîñòü âñåõ åå óãëîâûõ ìèíîðîâ ∆i > 0, i = 1, . . . , n.Ïîñòðîèì àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.29), êîòîðûé èñïîëüçóåò ñâîé-ñòâà (1.30) ìàòðèöû A. Ýòî áóäåò ìåòîä Õîëåöêîãî. Îñíîâîé ìåòîäàÕîëåöêîãî ÿâëÿåòñÿÒåîðåìà 1.3. Åñëè A = AT > 0, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçëî-æåíèå

A = LLT , (1.31)ãäå L � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëü-íûìè ýëåìåíòàìè.Îïðåäåëåíèå 1.1. �àçëîæåíèå (1.31) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì Õîëåö-êîãî, à ìàòðèöà L � ìíîæèòåëåì Õîëåöêîãî.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ñíà÷àëà äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòüñóùåñòâóþò äâà ðàçëîæåíèÿ
A = L1L

T
1 = L2L

T
2 .



16 1. ÌÅÒÎÄ �ÀÓÑÑÀ È Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÎÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÌÀÒ�ÈÖÛÎáðàùàÿ ìàòðèöû LT
1 è L2, áóäåì èìåòü

L−1
2 L1 = LT

2

(
LT

1

)−1
.Ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî (AB)T = BTAT , à äëÿ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö

(AB)−1 = B−1A−1. Òîãäà
(
L−1

1 L2

)−1
= L−1

2 L1 = LT
2

(
LT

1

)−1
=
(
L−1

1 L2

)T
. (1.32)Â ñèëó ëåììû 1.1 îáðàòíàÿ ê íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöå åñòü íèæíÿÿòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà è ïðîèçâåäåíèå òàêèõ ìàòðèö åñòü ñíîâà íèæíÿÿòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè (1.32)ñòîèò íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, à ñïðàâà � âåðõíÿÿ. �àâåíñòâî (1.32)âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà îáå ìàòðèöû äèàãîíàëüíûå. Íî äèàãîíàëü-íàÿ ìàòðèöà ñîâïàäàåò ñî ñâîåé òðàíñïîíèðîâàííîé. Ïîýòîìó èç (1.32)ñëåäóåò, ÷òî (

L−1
1 L2

)−1
= L−1

1 L2 = D.Ýòî ñîîòíîøåíèå óòâåðæäàåò, ÷òî äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà D ñîâïàäàåò ñîñâîåé îáðàòíîé, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ó ýòîé ìàòðèöûäèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà ±1. Ïîñêîëüêó L2 = L1D,à äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû L1 è L2 ïîëîæèòåëüíû, òî äèàãîíàëüíûå ýëå-ìåíòû D òîæå äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíû, ò.å. D ≡ I è, ñëåäîâàòåëüíî,
L2 = L1. Åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà.Ïîñòðîèì òåïåðü �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ L, îòêóäà èáóäåò ñëåäîâàòü ñóùåñòâîâàíèå. Òàê êàê aij = aji, à lij = 0 ïðè i < j,òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

i > j.Òîãäà
aij =

n∑

k=1

likl
T
kj =

n∑

k=1

likljk =

j−1∑

k=1

likljk + lijljj +
n∑

k=j+1

lik

0
‖
ljk =

j−1∑

k=1

likljk + lijljj.Ïðè i = j íàõîäèì, ÷òî
ljj =

√√√√ajj −
j−1∑

k=1

l2jk, j = 1, . . . , n. (1.33)Äàëåå,
lij =

1

ljj

[
aij −

j−1∑

k=1

likljk

]
, i = j + 1, . . . , n, j = 1, . . . , n− 1. (1.34)



1.3. ÌÅÒÎÄ ÕÎËÅÖÊÎ�Î (ÊÂÀÄ�ÀÒÍÛÕ ÊÎ�ÍÅÉ) 17Âû÷èñëåíèÿ ìîæíî âåñòè ïî ñòîëáöàì j = 1, . . . , n äëÿ i = j + 1, . . . , n.

j = 1 : l11 =
√
a11, li1 =

ai1

l11
, i = 2, . . . , n

j = 2 : l22 =
√
a22 − l221, li2 =

1

l22
[ai2 − li1l21] , i = 3, . . . , nè ò.ä.Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî âñå ljj ïîëîæèòåëüíû, ò.å. ïîëîæèòåëüíû ïîä-êîðåííûå âûðàæåíèÿ. Äîêàæåì, ÷òî

ljj =
√

∆j/∆j−1, ãäå ∆0 = 1.Ïóñòü, êàê ðàíüøå,
A =

[
Aj A12

A21 A22

]
, L =

[
Lj 0
L21 L22

]
.Òîãäà

Aj = LjL
T
j .Îòñþäà

∆j = detAj = (detLj)
2 =

(
j∏

k=1

lkk

)2

.Àíàëîãè÷íî
∆j−1 =

(
j−1∏

k=1

lkk

)2è, ñëåäîâàòåëüíî,
l2jj = ∆j/∆j−1 > 0, j = 1, . . . , n.Òåîðåìà äîêàçàíà.Óïðàæíåíèå 1.2. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè �îðìóë (1.33), (1.34)ïðè âñåõ i è j òðåáóåòñÿ

Q =
n(n+ 1)(n+ 2)

6
≈ n3

6
(1.35)îïåðàöèé óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ è èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ.Çàìå÷àíèå 1.7. Èç (1.35) ñëåäóåò, ÷òî ðàçëîæåíèå Õîëåöêîãî â äâà ðàçàáîëåå ýêîíîìè÷íî, ÷åì òðåóãîëüíîå ðàçëîæåíèå.



18 1. ÌÅÒÎÄ �ÀÓÑÑÀ È Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÎÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÌÀÒ�ÈÖÛÎáðàòèìñÿ òåïåðü ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (1.29). Ïîñêîëüêó Ax = LLTx =
b, òî, ïîëàãàÿ LTx = y, ïîëó÷èì Ly = b. Ïðè ýòîì

yi =
1

lii

[
bi −

i−1∑

k=1

likyk

]
, i = 1, . . . , n,

xi =
1

lii

[
yi −

n∑

k=i+1

lkixk

]
, i = n, . . . , 1.

(1.36)
(Ñð. ñ (1.21), (1.22)).Çàìå÷àíèå 1.8. Î÷åíü ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ìîäè�èêàöèÿ ðàçëîæåíèÿÕîëåöêîãî, íàçûâàåìàÿ LDLT -ðàçëîæåíèåì. Ñóòü åå â òîì, ÷òî âìåñòîðàçëîæåíèÿ (1.31) ñòðîèòñÿ ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A âèäà

A = LDLT ,ãäå L � ïîïðåæíåìó íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, íî â îòëè÷èå îò (1.31)åå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 1, à D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Äî-ñòîèíñòâî LDLT -ðàçëîæåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè åãî âû÷èñëåíèè íåòðåáóåòñÿ íàõîäèòü êâàäðàòíûå êîðíè, à ïîòîìó îíî ñóùåñòâóåò íå òîëüêîäëÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö. Óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ òàêî-ãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ îòëè÷èå îò íóëÿ âñåõåå óãëîâûõ ìèíîðîâ.Óïðàæíåíèå 1.3. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö L èD èç LDLT -ðàçëîæåíèÿ èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ
dj = ajj −

j−1∑

k=1

l2jkdk, j = 1, 2, . . . , n,

lij =

[
aij −

j−1∑

k=1

likdkljk

]
/dj =

[
aij −

j−1∑

k=1

likmjk

]
/dj,

i = j + 1, . . . , n,

j = 1, . . . , n− 1,

mjk = ljkdk, k = 1, . . . , j − 1. (1.37)1.4 Îáðàùåíèå ìàòðèöûÎïèøåì îäíó èç âîçìîæíûõ ïðîöåäóð âû÷èñëåíèÿ A−1, îñíîâàííóþ íàèñïîëüçîâàíèè LU -ðàçëîæåíèÿ. Ïóñòü A = LU . Òîãäà A−1 = U−1L−1 èëè
UA−1 = L−1.



1.4. ÎÁ�ÀÙÅÍÈÅ ÌÀÒ�ÈÖÛ 19Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì ñîîòíîøåíèåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ A−1. Äîïóñòèì ñíà-÷àëà, ÷òî L−1 � èçâåñòíà. Îáîçíà÷èì A−1 = X, L−1 = Y . Ïóñòü x.j è
y.j � j-å ñòîëáöû ìàòðèö X è Y , ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. X = [x.1x.2 . . . x.n],
x.j = [x1jx2j . . . xnj]

T . Òîãäà ïîëó÷èì n ñèñòåì âèäà
Ux.j = y.j, j = 1, . . . , n (1.38)ñ òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî �îð-ìóëàì (1.22) è

xkj =
1

ukk

[
ykj −

n∑

m=k+1

ukmxmj

]
, k = n, n− 1, . . . 1.Íàéäåì òåïåðü L−1 = Y . Ïîñêîëüêó LY = I, òî èìååì n ñèñòåì

Ly.j = ej, j = 1, . . . , n. (1.39)Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà L−1 � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ, è ïîýòîìó ó ñòîëáöà y.jïåðâûå j ýëåìåíòà èçâåñòíû è ðàâíû íóëþ äëÿ i = 1, . . . , n− 1 è åäèíèöåäëÿ i = j, ò.å. y.jT = [0 . . .0 1 yj+1 j . . . ynj] = [0T 1 y.j
T ]. Îòñþäà ñëåäóåò,÷òî äëÿ îòûñêàíèÿ èñòèííûõ íåèçâåñòíûõ âåêòîðà y.j íóæíî ðåøèòü ñè-ñòåìó ñ òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé ðàçìåðîâ (n − j) × (n − j) îòíîñèòåëüíî

y.j. Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëàìè òèïà (1.22).Îöåíèì îáúåì ðàáîòû ïî âû÷èñëåíèþ A−1. Â ñèëó (1.23) �àêòîðèçàöèÿ
A = LU òðåáóåò ≈ n3/3 óìíîæåíèé, ðåøåíèå îäíîé ñèñòåìû (1.38) (ñì.(1.25) ) � ≈ n2/2, à âñåõ ≈ n3/2, ðåøåíèå âñåõ ñèñòåì (1.39)

n∑

j=1

(n− j + 1)2

2
=

1

2

n∑

j=1

i2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

12
≈ n3/6.Ñêëàäûâàÿ, íàõîäèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû A−1 ïðè ïîìîùè îïè-ñàííîãî àëãîðèòìà òðåáóåòñÿ ≈ n3 óìíîæåíèé. Ýòî âñåãî ëèøü â òðè ðàçàáîëüøå, ÷åì äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.29).



2Ìåòîäû QR-�àêòîðèçàöèè
Îñíîâíàÿ èäåÿ QR-�àêòîðèçàöèè ñíîâà ñîñòîèò â ñâåäåíèè ëèíåéíîéñèñòåìû ê òðåóãîëüíîé. Îäíàêî íà ýòîò ðàç ìàòðèöà ðàñêëàäûâàåòñÿ âïðîèçâåäåíèå íå âåðõíåé è íèæíåé òðåóãîëüíûõ ìàòðèö, êàê ýòî áûëîïðè LU -ðàçëîæåíèè èëè ðàçëîæåíèè Õîëåöêîãî, à â ïðîèçâåäåíèå âåðõíåéòðåóãîëüíîé ìàòðèöû R è îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû Q, êîòîðàÿ òîæå ëåãêîîáðàùàåòñÿ, èáî Q−1 = QT .Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü ëèíåéíóþ ñèñòåìó

Ax = b, (2.1)ìû äîëæíû ñäåëàòü òðè øàãà:1◦ âûïîëíèòü �àêòîðèçàöèþ A, ò.å. íàéòè òàêóþ îðòîãîíàëüíóþ ìàò-ðèöó Q, äëÿ êîòîðîé QTA = R åñòü âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ2◦ âû÷èñëèòü QT b3◦ âûïîëíèòü îáðàòíóþ ïîäñòàíîâêó, ò.å. ðåøèòü òðåóãîëüíóþ ñèñòåìó
Rx = QT b.Èìååò ìåñòîÒåîðåìà 2.1 (Î QR-�àêòîðèçàöèè). Ïóñòü A åñòü äåéñòâèòåëüíàÿíåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà (Q,R),ãäå Q � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à R � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ñ ïîëî-æèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, òàêàÿ, ÷òî

A = QR.Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü ìû äîêàæåì òîëüêî åäèíñòâåííîñòü ðàçëî-æåíèÿ, à äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ áóäåò îñóùåñòâëåíî â ðàçäåëå2.1 ïóòåì êîíñòðóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö Q è R.20



2.1. ÌÅÒÎÄ Â�ÀÙÅÍÈÉ �ÈÂÅÍÑÀ 21Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ýòîé �àêòîðèçàöèè ìû ïðåäïîëî-æèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå �àêòîðèçàöèè
A = Q1R1 = Q2R2.ÒîãäàQT

2Q1 = R2R
−1
1 åñòü âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíû-ìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè (ñì. ëåììó 1.1).Ïóñòü R = R2R

−1
1 . Òîãäà

RRT = (QT
2Q1)(Q

T
2Q1)

T = I,ò.å. R åñòü ìíîæèòåëü Õîëåöêîãî ïðè �àêòîðèçàöèè åäèíè÷íîé ìàòðèöû,êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, è, ñëåäîâàòåëüíî, R = I. Ïîýòîìó
R1 = R2 è Q1 = Q2. Åäèíñòâåííîñòü �àêòîðèçàöèè äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 2.1. Â ïðèâåäåííîì âûøå äîêàçàòåëüñòâå åäèíñòâåííîñòè
QR-�àêòîðèçà-öèè ïðèíöèïèàëüíûì áûëî ïðåäïîëîæåíèå î ïîëîæèòåëü-íîñòè äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ R. Èññëåäóåì ìíîæåñòâåííîñòü ðàçëîæå-íèé ïðè îòêàçå îò óêàçàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ. �àññìîòðèì äâåQR-�àêòî-ðèçàöèè íåêîòîðîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû

A = Q1R1 = Q2R2.È â ýòîì ñëó÷àå äëÿ R = R2R
−1
1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî RRT = I, îòêóäàñëåäóåò, ÷òî R−1 = RT , ò.å. R = D = RT , ãäå D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.Íî òîãäà R2 = D2 = I è dii = ±1. Ïîñêîëüêó QT

2Q1 = R2R
−1
1 = R = D,òî

R2 = DR1, Q1 = Q2D, (Q2 = Q1D).Äðóãèìè ñëîâàìè,QR-�àêòîðèçàöèÿ äåéñòâèòåëüíîé íåâûðîæäåííîé ìàò-ðèöû åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ êàæäîãî k-ãî ñòîëáöà Q èêàæäîé k-îé ñòðîêè R íà ìíîæèòåëü dk = ±1. Â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå òà-êèì ìíîæèòåëåì ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî eil, ãäå l � äåéñòâèòåëüíîå÷èñëî.2.1 Ìåòîä âðàùåíèé �èâåíñàÏîñòðîèì ìåòîä âðàùåíèé ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1), êîòîðûé ïîçâîëÿåòïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû A â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îðòîãîíàëüíîéìàòðèöû Q è âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû R. Ýòî ïîñòðîåíèå çàâåðøèòäîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1 è â ÷àñòè ñóùåñòâîâàíèÿ QR-ðàçëîæåíèÿ.



22 2. ÌÅÒÎÄÛ QR-ÔÀÊÒÎ�ÈÇÀÖÈÈÊàê è â ìåòîäå �àóññà, â ìåòîäå âðàùåíèé íà ïåðâîì øàãå íåèçâåñòíîå
x1 èñêëþ÷àåòñÿ èç âñåõ óðàâíåíèé êðîìå ïåðâîãî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èñêëþ-÷èòü x1 èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ, óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà íåêîòîðîå÷èñëî c, à âòîðîå � íà s è çàìåíèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñóììîé âíîâüïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé. Çàòåì óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà s, âòîðîå� íà c è âû÷òåì ïåðâîå èç âòîðîãî:

(c a11 + s a21)x1 + (c a12 + s a22)x2 + . . . = c b1 + s b2,

(−s a11 + c a21)x1 + (−s a12 + c a22)x2 + . . . = −s b1 + c b2.×èñëà c è s âûáåðåì èç óñëîâèé
−s a11 + c a21 = 0, c2 + s2 = 1. (2.2)�åøåíèå íåëèíåéíîé ñèñòåìû (2.2) ïðè a2

11 + a2
21 6= 0 äàþò, íàïðèìåð,�îðìóëû

c =
a11√

a2
11 + a2

21

, s =
a21√

a2
11 + a2

21

. (2.3)Åñëè æå a2
11 + a2

21 = 0, òî ðåøåíèå (2.2) ðàçóìíî âçÿòü â âèäå c = 1,
s = 0, ÷òî îçíà÷àåò ñîõðàíåíèå ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.1) áåçèçìåíåíèÿ. Ïåðâîå èç óðàâíåíèé (2.2) êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî â íîâîìâòîðîì óðàâíåíèè ñèñòåìû (2.1) íåèçâåñòíîãî x1 íå áóäåò.Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà (2.1) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

a
(1)
11 x1 + a

(1)
12 x2 + a

(1)
13 x2 + . . . + a

(1)
1nxn = b

(1)
1 ,

a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 + . . . + a

(1)
2nxn = b

(1),
2

a31x1 + a32x2 + a33x3 + . . . + a3nxn = b3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + an3x3 + . . . + annxn = bn,

(2.4)
â êîòîðîì
a

(1)
1j = c a1j + s a2j, a

(1)
2j = −s a1j + c a2j, j = 1, 2, . . . , n,

b
(1)
1 = c b1 + s b2, b

(1)
2 = −s b1 + c b2.

(2.5)Êàê ëåãêî âèäåòü, ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíîé ñèñòåìû (2.1) ê âèäó (2.4)ýêâèâàëåíòíî óìíîæåíèþ ìàòðèöû ñèñòåìû A è âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè b



2.1. ÌÅÒÎÄ Â�ÀÙÅÍÈÉ �ÈÂÅÍÑÀ 23ñëåâà íà ìàòðèöó T12 � ìàòðèöó âðàùåíèÿ, èìåþùóþ âèä
T12 =




c s
−s c

0

0

1 . . .
1



.

Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíîãî x1 èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.4)íîâîå ïåðâîå óðàâíåíèå è òðåòüå óðàâíåíèå, êîòîðîå ïîêà íå áûëî çàòðîíó-òî ïðåîáðàçîâàíèÿìè, çàìåíÿþòñÿ èõ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñ íîâûìèêîý��èöèåíòàìè c, s è −s, c, ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì èõ òåïåðü îáîçíà÷àòü÷åðåç c13 è s13, à ðåøåíèþ (2.3) ñèñòåìû (2.2) ïðèñâîèì îáîçíà÷åíèÿ c12 è
s12. Ïðè ýòîì êîý��èöèåíòû c13 è s13 íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû

−s13a
(1)
11 + c13a31 = 0, c213 + s2

13 = 1 (2.6)è ñóòü
c13 =

a
(1)
11√(

a
(1)
11

)2

+ a2
31

, s13 =
a31√(

a
(1)
11

)2

+ a2
31

,à êîý��èöèåíòû ïðåîáðàçîâàííûõ ïåðâîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé íàõî-äÿòñÿ ïî �îðìóëàì
a

(2)
1j = c13a

(1)
1j + s13a3j, a

(1)
3j = −s13a

(1)
1j + c13a3j, j = 2, 3, . . . , n,

b
(2)
1 = c13b

(1)
1 + s13b3, b

(1)
3 = −s13b

(1)
1 + c13b3.Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ýêâèâàëåíòíî óìíîæåíèþ ñëåâà ìàòðèöû ñèñòåìû(2.4) è åå âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè íà ìàòðèöó

T13 =




c13 0 s13

0 1 0

−s13 0 c13

0

0

1 . . .
1


è ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî êîý��èöèåíò ïðè x1 â ïðåîáðàçîâàííîì òðåòüåìóðàâíåíèè îáðàùàåòñÿ â íóëü.



24 2. ÌÅÒÎÄÛ QR-ÔÀÊÒÎ�ÈÇÀÖÈÈÏðîäîëæàÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, ìû èñêëþ÷èì x1 èç âñåõ îñòàëüíûõóðàâíåíèé. Ïåðâîå óðàâíåíèå èçìåíÿåòñÿ íà êàæäîì òàêîì "ìàëîì" øà-ãå, êîòîðûõ áóäåò n − 1. Ïîýòîìó, ïî çàâåðøåíèè ïåðâîãî øàãà ñèñòåìà(2.1) ïðèìåò âèä
a

(n−1)
11 x1 + a

(n−1)
12 x2 + a

(n−1)
13 x3 + . . . + a

(n−1)
1n xn = b

(n−1)
1 ,

a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 + . . . + a

(1)
2nxn = b

(1)
2 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
(1)
n2x2 + a

(1)
n3x3 + . . . + a

(1)
nnxn = b

(1)
n .Óïðàæíåíèå 2.1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êîý��èöèåíòîâ ýòîé è ïðåäûäó-ùèõ ñèñòåì, à òàêæå äëÿ ïðåîáðàçóþùèõ êîý��èöèåíòîâ c1l è s1l ñïðà-âåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

a
(l−1)
1j = c1la

(l−2)
1j + s1lalj, a

(1)
lj = −s1la

(l−2)
1j + c1lalj, a

(0)
1j = a1j,

j = 1, 2, . . . , n,

b
(l−1)
1 = c1lb

(l−2)
1 + s1lbl, b

(1)
l = −s1lb

(l−2)
1 + c1lbl,

l = 2, 3, . . . , n,

c1l =
a

(l−2)
11√(

a
(l−2)
11

)2

+ a2
l1

, s1l =
al1√(

a
(l−2)
11

)2

+ a2
l1

,

l = 2, 3, . . . , n.Çàìå÷àíèå 2.2. Ïîñêîëüêó â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû A ïî êðàé-íåé ìåðå îäèí èç êîý��èöèåíòîâ ai1 6= 0, òî a(n−1)
11 =

√(
a

(n−2)
11

)2

+ a2
n1 >

0. Â ìàòðè÷íîé çàïèñè ýòà ñèñòåìà èìååò âèä
A(1)x = b(1),ãäå

A(1) = T1A, b(1) = T1b, T1 = T1nT1 n−1 . . . T13T12.Íà âòîðîì øàãå ìåòîäà âðàùåíèé èç òðåòüåãî, ÷åòâåðòîãî è ò.ä. óðàâ-íåíèé ïîëó÷åííîé ñèñòåìû èñêëþ÷àåòñÿ íåèçâåñòíîå x2. Øàã ñîñòîèò èç
(n− 2) "ìàëûõ" øàãîâ, è â êàæäîì èç íèõ âòîðîå óðàâíåíèå êîìáèíèðó-åòñÿ ñ îäíèì èç íèæåëåæàùèõ. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ âòîðîãî øàãà ñèñòåìà
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a

(n−1)
11 x1 + a

(n−1)
12 x2 + a

(n−1)
13 x3 + . . . + a

(n−1)
1n xn = b

(n−1)
1 ,

a
(n−1)
22 x2 + a

(n−1)
23 x3 + . . . + a

(n−1)
2n xn = b

(n−1)
2 ,

a
(2)
33 x3 + . . . + a

(2)
3nxn = b

(2)
3 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
(2)
n3x3 + . . . + a

(2)
nnxn = b

(2)
n .Óïðàæíåíèå 2.2. Äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé

a
(l−1)
2j = c2la

(l−2)
2j + s2la

(1)
lj , a

(2)
lj = −s2la

(l−2)
2j + c2la

(1)
lj ,

j = 2, 3, . . . , n,

b
(l−1)
2 = c2lb

(l−2)
2 + s2lb

(1)
l , b

(2)
l = −s2lb

(l−2)
2 + c2lb

(1)
l ,

l = 3, 4, . . . , n,

c2l =
a

(l−2)
22√(

a
(l−2)
22

)2

+
(
a

(1)
l2

)2
, s2l =

a
(1)
l2√(

a
(l−2)
22

)2

+
(
a

(1)
l2

)2
.Â ìàòðè÷íîé �îðìå ýòà ñèñòåìà èìååò âèä

A(2)x = b(2),ãäå
A(2) = T2A

(1), b(2) = T2b
(1), T2 = T2nT2 (n−1) . . . T24T23.Ïîñëå (n− 1) øàãîâ ïîëó÷èì ñèñòåìó

a
(n−1)
11 x1 + a

(n−1)
12 x2 + a

(n−1)
13 x3 + . . . + a

(n−1)
1n xn = b

(n−1)
1 ,

a
(n−1)
22 x2 + a

(n−1)
23 x3 + . . . + a

(n−1)
2n xn = b

(n−1)
2 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
(n−1)
nn xn = b

(n−1)
n ,

(2.7)
ãäå

a
(l−1)
kj = ckla

(l−2)
kj + skla

(k−1)
lj , a

(k)
lj = −skla

(l−2)
kj + ckla

(k−1)
lj ,

j = k, k + 1, . . . , n,

b
(l−1)
k = cklb

(l−2)
k + sklb

(k−1)
l , b

(k)
l = −sklb

(l−2)
k + cklb

(k−1)
l ,

k = 1, . . . , n, l = k + 1, . . . , n,

(2.8)
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ckl =

a
(l−2)
kk√(

a
(l−2)
kk

)2

+
(
a

(k−1)
lk

)2
, skl =

a
(k−1)
lk√(

a
(l−2)
kk

)2

+
(
a

(k−1)
lk

)2
.(2.9)Â ìàòðè÷íîé çàïèñè ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

A(n−1)x = b(n−1),ãäå
A(n−1) = Tn−1A

(n−2), b(n−1) = Tn−1b
(n−2), Tn−1 = Tn−1n.Îáîçíà÷èì ÷åðåç R ïîëó÷åííóþ âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó A(n−1).Îíà ñâÿçàíà ñ èñõîäíîé ìàòðèöåé A ðàâåíñòâîì

R = TA, (2.10)ãäå T = Tn−1 Tn−2 . . . T1.Çàìå÷àíèå 2.3. Â ñèëó ñîîáðàæåíèé, àíàëîãè÷íûõ èçëîæåííûì â çàìå-÷àíèè 2.2, âñå ýëåìåíòû a(n−1)
kk , k = 1, 2, . . . , n ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû

R ïîëîæèòåëüíû.Çàìå÷àíèå 2.4. Äåéñòâèå ìàòðèöû T T
kl íà âåêòîð x ýêâèâàëåíòíî åãîïîâîðîòó ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxkxlíà óãîë ϕkl òàêîé, ÷òî

cosϕkl = ckl, sinϕkl = skl.Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî óãëà ãàðàíòèðóåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (2.9). Ýòà ãåî-ìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ è äàëà íàçâàíèå ìåòîäó.Ñ ó÷åòîì (2.2), (2.6) è ò.ä. ëåãêî âèäåòü, ÷òî
TklT

T
kl = I,ò.å. ìàòðèöû Tkl îðòîãîíàëüíûå. Ïðîèçâåäåíèå îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèöåñòü ìàòðèöà îðòîãîíàëüíàÿ, è ïîýòîìó T åñòü îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà,ðàâíî êàê è T T = T−1 = Q. Îòñþäà è èç (2.10) íàõîäèì, ÷òî

A = QR, (2.11)ãäå Q � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à R � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ñ ïîëîæè-òåëüíûìè ýëåìåíòàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.



2.2. ÌÅÒÎÄ ÎÒ�ÀÆÅÍÈÉ ÕÀÓÑÕÎËÄÅ�À 27Óïðàæíåíèå 2.3. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçëîæåíèÿ (2.11) ñèñïîëüçîâàíèåì �îðìóë (2.8), (2.9), òðåáóåòñÿ ≈ 4n3/3 äåéñòâèé óìíîæå-íèÿ.Çàìå÷àíèå 2.5. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé èç óïðàæ-íåíèÿ 2.3, çàêëþ÷àåì, ÷òî ìåòîä âðàùåíèé ïðèìåðíî â ÷åòûðå ðàçà áîëååòðóäîåìîê, ÷åì ìåòîä �àóññà.2.2 Ìåòîä îòðàæåíèé Õàóñõîëäåðà�àññìîòðèì åùå îäèí ìåòîä, êîòîðûé äàåò ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A âïðîèçâåäåíèå îðòîãîíàëüíîé è âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèö. Ýòî áóäåòìåòîä îòðàæåíèé.Ïóñòü w � íåêîòîðûé âåêòîð (ñòîëáåö) åäèíè÷íîé äëèíû
‖w‖2

2 = (w,w) = wTw = 1. (2.12)Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöó
U = I − 2wwT , (2.13)êîòîðóþ íàçîâåì ìàòðèöåé îòðàæåíèÿ èëè ìàòðèöåé Õàóñõîëäåðà, èèçó÷èì åå ñâîéñòâà.

1◦. Ìàòðèöà U ñèììåòðè÷íà, ò.å.
U = UT . (2.14)Â ñàìîì äåëå, òàê êàê

(wwT )T = (wT )TwT = wwT ,òî wwT åñòü ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, à â ñèëó (2.13) âìåñòå ñ íåé ñèììåò-ðè÷íîé ÿâëÿåòñÿ è ìàòðèöà U .
2◦. Ìàòðèöà U åñòü îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ò.å.

U−1 = UT . (2.15)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.14), (2.13) è (2.12), èìååì
UUT = UU = (I − 2wwT )(I − 2wwT ) = I − 4wwT + 4wwTw︸︷︷︸

‖

1

wT = I,



28 2. ÌÅÒÎÄÛ QR-ÔÀÊÒÎ�ÈÇÀÖÈÈ÷òî è îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü (2.15).
3◦. ×èñëî λ = −1 ÿâëÿåòñÿ îäíîêðàòíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàò-ðèöû U , êîòîðîìó îòâå÷àåò ñîáñòâåííûé âåêòîð w èç (2.13). ×èñëî λ = 1ÿâëÿåòñÿ (n− 1)-êðàòíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû U , êîòîðîìóîòâå÷àåò (n− 1)-ìåðíîå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõâåêòîðîâ v, îðòîãîíàëüíûõ w.Â ñèëó (2.14), (2.15) èìååì U 2 = UUT = I. Òàê êàê âñå ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ ìàòðèöû I ðàâíû 1, òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû U óäî-âëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ λ2

U = 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíû ëèáî +1, ëèáî
−1.Äàëåå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.13), (2.12), íàõîäèì, ÷òî

Uw = (I − 2wwT )w = w − 2wwTw︸︷︷︸
‖

1

= −w. (2.16)
Íàêîíåö, ïóñòü

(v, w) = wTv = 0.Òîãäà
Uv = (I − 2wwT )v = v − 2wwTv︸︷︷︸

‖

0

= v, (2.17)÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
4◦. Âåêòîð Uy åñòü çåðêàëüíîå îòðàæåíèå âåêòîðà y îòíîñèòåëüíî ïëîñ-êîñòè, îðòîãîíàëüíîé âåêòîðó w.Ïóñòü y � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå

y = z + v, (2.18)ãäå z � ïðîåêöèÿ y íà w, ò.å. z = (w, y)w, à âåêòîð v îðòîãîíàëåí w:
(w, v) = 0. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.16), (2.17), íàõîäèì, ÷òî

Uy = U(z + v) = −z + v (2.19)(ñì. ðèñ.1)



2.2. ÌÅÒÎÄ ÎÒ�ÀÆÅÍÈÉ ÕÀÓÑÕÎËÄÅ�À 29
7

-

6
6

? w

w
z y

v

−z Uy�èñ. 1
5◦. Âåêòîðû y−Uy è y+Uy îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó. Ïðè ýòîì, åñëè

y = z + v, êàê â (2.18), òî
y − Uy = 2z, z‖w, (2.20)
y + Uy = 2v, v ⊥ w. (2.21)Óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò èç (2.18), (2.19).

6◦. Ïóñòü x è y � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû îäèíàêîâîé äëèíû. Òîãäà,åñëè
w =

y ± x

‖y ± x‖2
, (2.22)òî ìàòðèöà îòðàæåíèÿ U , ïîñòðîåííàÿ ïî âåêòîðó w, ïåðåâîäèò âåêòîð yâ âåêòîð, êîëëèíåàðíûé âåêòîðó x.Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ìàòðèöà îòðàæåíèÿ U îáëàäàåò óêàçàííûì ñâîé-ñòâîì, ò.å. Uy = −σx. Íàéäåì âåêòîð w, îáðàçóþùèé ýòó ìàòðèöó. Ñî-ãëàñíî ñâîéñòâó 5◦ (ñì. (2.20)) âåêòîð y − Uy êîëëèíåàðåí âåêòîðó w, àïîñêîëüêó ‖w‖2 = 1, òî

w =
y − Uy

‖y − Uy‖2
=

y + σx

‖y + σx‖2
.Â ñèëó 2◦ ìàòðèöà U îðòîãîíàëüíà è ïîýòîìó

‖Uy‖2 = ‖y‖2 := ‖x‖2 = |σ| ‖x‖2,ò.å. σ = ±1, ÷òî è ïðèâîäèò ê (2.22)Çàìå÷àíèå 2.6. Åñëè y = x, òî ïðè èñïîëüçîâàíèè â (2.22) íèæíåãîçíàêà (−) çíàìåíàòåëü îáðàòèòñÿ â íóëü. Ýòî æå ïðîèçîéäåò ïðè âûáîðåâåðõíåãî çíàêà (+), åñëè y = −x. ×òîáû èçáåæàòü ýòèõ íåïðèÿòíîñòåé,



30 2. ÌÅÒÎÄÛ QR-ÔÀÊÒÎ�ÈÇÀÖÈÈöåëåñîîáðàçíî çíàê â (2.22) âûáèðàòü ñîâïàäàþùèì ñî çíàêîì sign (x, y),ò.å. ïîëàãàòü
w =

y + sign (x, y) x

‖y + sign (x, y) x‖2
. (2.23)Åñëè âåêòîð y íå ðàâåí ± x, à ëèøü áëèçîê ê îäíîìó èç íèõ, òî è âýòîì ñëó÷àå ïðè âûáîðå (2.23) ìû áóäåì èçáàâëåíû îò íåïðèÿòíîñòåé,ñâÿçàííûõ ñ äåëåíèåì íà ìàëîå ÷èñëî.Âîñïîëüçóåìñÿ ìàòðèöåé îòðàæåíèÿ äëÿ ïðèâåäåíèÿ êâàäðàòíîé ìàò-ðèöû ê òðåóãîëüíîìó âèäó. Íà ïåðâîì øàãå ïðèâåäåíèÿ ðàññìîòðèì âêà÷åñòâå âåêòîðà y èç ñâîéñòâà 6◦ ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû A

y1 = [a11 a21 . . . an1]
T , (2.24)à â êà÷åñòâå x � âåêòîð, êîëëèíåàðíûé e1 = [1 0 . . . 0]T . Åñëè a21 = a31 =

· · · = an1 = 0, òî ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó, ïîëîæèâ A(1) = A,
U1 = I è ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ a

(1)
ij = aij. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óìíîæèììàòðèöó A ñëåâà íà ìàòðèöó îòðàæåíèÿ

U1 = I − 2w1w
T
1 = In − 2w1w

T
1 , (2.25)ãäå âåêòîð w1 âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî �îðìóëå (2.23)

w1 =
y1 + sign a11‖y1‖2e1

‖y1 + sign a11‖y1‖2e1‖2
. (2.26)Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìàòðèöó

A(1) = U1A,â ïåðâîì ñòîëáöå êîòîðîé ñòîÿò íóëè âî âñåõ ïîçèöèÿõ, êðîìå ïåðâîé.Ýòèì çàêàí÷èâàåòñÿ ïåðâûé ýòàï.Ïóñòü ìû óæå îñóùåñòâèëè l > 1 øàãîâ è ïðèøëè ê ìàòðèöå A(l) ñýëåìåíòàìè a(l)
ij òàêèìè, ÷òî a(l)

ij = 0 ïðè i > j, j = 1, . . . , l. Â ïðîñòðàíñòâå
Rn−l âåêòîðîâ ðàçìåðíîñòè n− l ðàññìîòðèì âåêòîð

yl+1 = [a
(l)
l+1 l+1 . . . a

(l)
n l+1]

T .Åñëè a
(l)
l+2 l+1 = · · · = a

(l)
n l+1 = 0, òî ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó,ïîëîæèâ
A(l+1) = A(l), Ul+1 = I.



2.2. ÌÅÒÎÄ ÎÒ�ÀÆÅÍÈÉ ÕÀÓÑÕÎËÄÅ�À 31Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñòðîèì ìàòðèöó îòðàæåíèÿ
Vl+1 = In−l − 2wl+1w

T
l+1(ðàçìåðû ìàòðèöû Vl+1 è âåêòîðà wl+1 ðàâíû (n−l)), ïåðåâîäÿùóþ âåêòîð

yl+1 â âåêòîð, êîëëèíåàðíûé el+1 = [1 0 . . . 0]T ∈ Rn−l, è ïåðåõîäèì êìàòðèöå
A(l+1) = Ul+1A

(l),ãäå
Ul+1 =

[
Il 0
0 Vl+1

]
. (2.27)Åñëè ìàòðèöó A(l) çàïèñàòü â áëî÷íî-òðåóãîëüíîì âèäå

A(l) =

[
A

(l)
11 A

(l)
12

0 A
(l)
22

]
,ãäå A(l)

11 � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà l × l, òî áóäåì èìåòü
A(l+1) =

[
Il 0
0 Vl+1

] [
A

(l)
11 A

(l)
12

0 A
(l)
22

]
=

[
A

(l)
11 A

(l)
12

0 Vl+1A
(l)
22

]
=

[
A

(l+1)
11 A

(l+1)
12

0 A
(l+1)
22

]
,(2.28)ãäå A(l+1)

11 � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà (l+1)× (l+1). Ïîñëå
(n− 1) øàãîâ ìû ïðèõîäèì ê ìàòðèöå

A(n−1) = Un−1Un−2 . . . U1A,èìåþùåé âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ �îðìó. Îáîçíà÷èì
Un−1 . . . U1 = U.Òîãäà

A(n−1) = UA, A = UT A(n−1).Åñëè íóæíî ðåøèòü ñèñòåìó (2.1), òî ïîñëå îïèñàííûõ ïðåîáðàçîâàíèéïðèõîäèì ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå
A(n−1)x = Ub (2.29)ñ òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé.Îöåíèì òðóäîåìêîñòü QR-�àêòîðèçàöèè ìàòðèöû A ìåòîäîì îòðà-æåíèé. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ìåòîäà îòðàæåíèé íå èñ-ïîëüçîâàëèñü íèêàêèå ïðåäïîëîæåíèÿ î íåâûðîæäåííîñòè A. Ïîýòîìó



32 2. ÌÅÒÎÄÛ QR-ÔÀÊÒÎ�ÈÇÀÖÈÈìåòîä áóäåò ðàáîòàòü è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöåé A ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-ìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà, îáðàçîâàííàÿ p 6 n ñòîëáöàìè âûñîòû n. (Ýòàìàòðèöà ñòàíîâèòñÿ êâàäðàòíîé, åñëè ê íåé äîáàâèòü íåäîñòàþùèå (n−p)(íóëåâûõ) ñòîëáöîâ). Ïðèíèìàÿ ýòî âî âíèìàíèå, îöåíèì òðóäîåìêîñòü
QR-�àêòîðèçàöèè ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû, îáðàçîâàííîé p ñòîëáöàìè
aj è èìåþùåé âèä

A = [a1 a2 . . . ap]Ïåðâûé øàã ìåòîäà îòðàæåíèé ñîñòîèò â óìíîæåíèè ìàòðèöû îòðà-æåíèé U1 íà ìàòðèöó A. Â îáùåì ñëó÷àå òàêîå ïåðåìíîæåíèå òðåáóåò n2póìíîæåíèé. Îäíàêî â íàøåì ñëó÷àå îäíà èç ìàòðèö (ìàòðèöà U1) èìååòñïåöèàëüíóþ ñòðóêòóðó (2.13), è óìíîæåíèå íà òàêóþ ìàòðèöó ìîæíîâûïîëíèòü áîëåå ý��åêòèâíî. Èìåííî,
U1A =

(
In − 2w1w

T
1

)
A = A− 2w1 (wT

1A) = A− 2w1[w
T
1 a1 . . . w

T
1 ap].Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà w1 ñ îäíèì èç ñòîëáöîâ aj òðåáóåò nóìíîæåíèé, à îáùåå ÷èñëî óìíîæåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ (wT

1 A) ðàâíî np.Ïîñòðîåíèå ìàòðèöû
(2w1)(w

T
1 A)òðåáóåò åùå np óìíîæåíèé. Ñàìî ïîñòðîåíèå ïî �îðìóëå (2.26) âåêòîðà

w1 è óìíîæåíèå åãî íà 2 òðåáóåò åùå O(n) óìíîæåíèé, íî ïðè áîëüøèõ
n è p ýòèìè òðóäîçàòðàòàìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Èòàê, íà ïåðâîì øàãåìåòîäà îòðàæåíèé òðåáóåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî 2np óìíîæåíèé. Ïðèíèìàÿâî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ (2.28), íàõîäèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ìàòðèöû
A(l+1) ðåàëüíî òðåáóåòñÿ ïåðåìíîæåíèå òîëüêî ìàòðèöû îòðàæåíèé Vl+1ðàçìåðà (n−l)×(n−l) ñ ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöåé A(l)

22 ðàçìåðà (n−l)×(p−
l). Òåì ñàìûì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû A(l+1) òðåáóåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî

2(n− l)(p− l)óìíîæåíèé. Ñóììèðóÿ òåïåðü âñå òðóäîçàòðàòû, íàõîäèì, ÷òî òðóäîåì-êîñòü ïîñòðîåíèÿ QR-�àêòîðèçàöèè ìåòîäîì îòðàæåíèé ïðèáëèçèòåëüíîåñòü
2

p−1∑

l=0

(n− l)(p− l) ≈ np2 − 1

3
p3. (2.30)Òåì ñàìûì, òðóäîåìêîñòü QR-�àêòîðèçàöèè êâàäðàòíîé ìàòðèöû ìåòî-äîì îòðàæåíèé ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà

2n3/3,



2.2. ÌÅÒÎÄ ÎÒ�ÀÆÅÍÈÉ ÕÀÓÑÕÎËÄÅ�À 33÷òî â äâà ðàçà ìåíüøå òðóäîåìêîñòè ìåòîäà âðàùåíèé è â äâà ðàçà áîëüøåòðóäîåìêîñòè LU -�àêòîðèçàöèè.



3Ëåíòî÷íûå ìåòîäû
3.1 Ìåòîä ïðîãîíêè�àññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ax = b, (3.1)ìàòðèöà êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òðåõäèàãîíàëüíîé. Çàïèøåì ýòó ñèñòåìó â ðàç-âåðíóòîì âèäå. Ïóñòü
b1x1 + c1x2 = d1,

a2x1 + b2x2 + c2x3 = d2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

aixi−1 + bixi + cixi+1 = di,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

anxn−1 + bnxn = dn.

(3.2)
Àëãîðèòì ìåòîäà ïðîãîíêè � ìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.2) � ñîñòîèò âñëåäóþùåì (ñì. êóðñ "Ââåäåíèå â ÷èñëåííûå ìåòîäû", íî, ìîæåò áûòü, ñäðóãèìè îáîçíà÷åíèÿìè!)à) Íàõîæäåíèå ïðîãîíî÷íûõ êîý��èöèåíòîâ (ïðÿìàÿ ïðîãîíêà) ïî �îð-ìóëàì

αi = −ci/γi, i = 1, 2, . . . , n− 1,

γi = bi + aiαi−1, i = 2, . . . , n, γ1 = b1,

βi = (di − aiβi−1)/γi, i = 2, . . . , n, β1 = d1/b1.

(3.3)34



3.2. ËÅÍÒÎ×ÍÛÅ ÌÀÒ�ÈÖÛ 35á) Íàõîæäåíèå ñàìîãî ðåøåíèÿ (îáðàòíàÿ ïðîãîíêà)
xi = αixi+1 + βi, i = n− 1, . . . , 1, xn = βn. (3.4)Óïðàæíåíèå 3.1. Âûâåñòè ýòè �îðìóëû.Èç (3.3),(3.4) ñëåäóåò, ÷òî îáùåå ÷èñëî óìíîæåíèé è äåëåíèé ïðè âû-÷èñëåíèè êîý��èöèåíòîâ αi è γi

Q = 2(n− 1, ) (3.5)à ïðè âû÷èñëåíèè êîý��èöèåíòîâ βi è ðåøåíèÿ xi

q = 3(n− 1). (3.6)Ñðàâíåíèå (3.5),(3.6) ñ (1.23), (1.25) ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ïðîãîíêàñóùåñòâåííî ìåíåå òðóäîåìêà ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùèì ìåòîäîì �àóññà.Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî ìû ÿâíûì îáðàçîì âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî çíà-÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A ðàâíà íóëþ.3.2 Ëåíòî÷íûå ìàòðèöûÎïðåäåëåíèå 3.1. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ëåíòî÷íîé ñ ïîëóøèðèíîéëåíòû p, åñëè åå ýëåìåíòû aij = 0 ïðè |i − j| > p, íî ñóùåñòâóåò ïîêðàéíåé ìåðå îäèí ýëåìåíò aij 6= 0 ïðè |i− j| = pÏðèìåð 3.1. Äëÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû aij = 0 ïðè |i − j| > 0 è,ñëåäîâàòåëüíî, åå ïîëóøèðèíà ðàâíà íóëþ. Åå ëåíòà ñîñòîèò èç îäíîéäèàãîíàëè è øèðèíà ðàâíà 1. Óñëîâíî äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ìîæíîèçîáðàçèòü êàê íà ðèñ. 1.



∗
∗

∗
∗

∗
∗


�èñ. 1.Ïðèìåð 3.2. Ïîëíàÿ ìàòðèöà èìååò 2n − 1 äèàãîíàëåé. Ýòî è åñòüøèðèíà åå ëåíòû, à ïîëóøèðèíà áóäåò p = n− 1.
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∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗


�èñ. 2.Ïðèìåð 3.3. Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíà ìàòðèöà ñ ïîëóøèðèíîé p = 1.




∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗
∗ ∗


�èñ. 3.Ìàòðèöû òàêîé ñòðóêòóðû íàçûâàþòñÿ òðåõäèàãîíàëüíûìè. Øèðèíàëåíòû 3.Ïðèìåð 3.4. Ìàòðèöà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 4, èìååò ïîëóøèðèíó

p = 1 è øèðèíó ëåíòû 2. Ìàòðèöû òàêîé ñòðóêòóðû íàçûâàþòñÿ òðàïåöè-åâèäíûìè. Èçîáðàæåííàÿ ìàòðèöà òàêæå íàçûâàåòñÿ ïðàâîé ëåíòî÷íîé.



∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗
∗


�èñ. 4.
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∗ 0 ∗
0 ∗ 0 ∗
∗ 0 ∗ 0 ∗

∗ 0 ∗ 0 ∗
∗ 0 ∗ 0

∗ 0 ∗


�èñ. 5.ïîëóøèðèíà p = 2, øèðèíà 5 è âñåãî òðè íåíóëåâûõ äèàãîíàëè.Îïðåäåëåíèå 3.2. �èñóíîê, íà êîòîðîì (çâåçäî÷êàìè) îòìå÷åíû ïîçè-öèè, ãäå òîëüêî è ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A,íàçûâàåòñÿ åå ïîðòðåòîì.3.3 Ëåíòî÷íûé âàðèàíò òðåóãîëüíîãî ðàçëîæåíèÿÌîäè�èöèðóåì àëãîðèòì èñêëþ÷åíèÿ �àóññà íà ñëó÷àé ëåíòî÷íûõ ìàò-ðèö, ò.å. çàðàíåå îòáðîñèì òå âû÷èñëåíèÿ, êîòîðûå çàâåäîìî ïðèâîäÿòê íóëåâûì ýëåìåíòàì. Ýòî ïîçâîëèò íàì ñýêîíîìèòü â òðóäîçàòðàòàõ íàðåøåíèå ñèñòåìû. Îáðàòèìñÿ ñðàçó ê âàðèàíòó, îñíîâàííîìó íà òðåóãîëü-íîì ðàçëîæåíèè ìàòðèöû A.Íàì ïîòðåáóåòñÿËåììà 3.1. Åñëè ïîëóøèðèíà ìàòðèöû A ðàâíà p, òî è â òðåóãîëüíîìðàçëîæåíèè A = LU ïîëóøèðèíà L (U) ðàâíà p.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ëåììû

aij = 0 ïðè |i− j| > p. (3.7)Äîêàæåì, ÷òî
lij = 0 ïðè i− j > p. (3.8)Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèìåíèì ìåòîä ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèèïî íîìåðàì ñòîëáöîâ ìàòðèöû L. Ïðè j = 1 èç (1.19) íàõîäèì, ÷òî

li1 = ai1/u11, i = 2, . . . , n,à åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå (3.7), òî ýòî ñîîòíîøåíèå ïðèìåò âèä
li1 =

{
ai1/u11, i = 2, . . . , p+ 1,

0, i = p+ 2, . . . , n.



38 3. ËÅÍÒÎ×ÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛÎòñþäà è ñëåäóåò (3.8) äëÿ j = 1.Ïóñòü òåïåðü óòâåðæäåíèå (3.8) âåðíî äëÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû L ñ íî-ìåðàìè k = 1, 2, . . . , j − 1, ò.å.
lik = 0 ïðè i− k > p, k = 1, 2, . . . , j − 1. (3.9)Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü (3.8) äëÿ j-îãî ñòîëáöà. Â ñèëó (3.7) èç (1.19)ñëåäóåò, ÷òî ïðè i− j > p

lij = − 1

ujj

j−1∑

k=1

likukj, i− j > p. (3.10)Îöåíèì ðàçíîñòü èíäåêñîâ i − k ó ïåðâûõ ñîìíîæèòåëåé ïðîèçâåäåíèé,ñòîÿùèõ ïîä çíàêîì ñóììû â (3.10). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îãðàíè÷åíèÿíà i è k, äèêòóåìûå (3.10), áóäåì èìåòü
i− k > p+ j − k > p+ 1.Íî òîãäà â ñèëó (3.9) ïåðâûå ñîìíîæèòåëè â ñóììå (3.10) îáðàùàþòñÿ âíóëü è ñîîòíîøåíèå (3.8) óñòàíîâëåíî.Â ñèëó (3.8) èç (1.19) íàõîäèì, ÷òî

lj+p,j = aj+p,j/ujj.è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëóøèðèíà L ñîâïàäàåò ñ ïîëóøèðèíîé A. Äëÿ ìàò-ðèöû U äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîå. Ëåììà äîêàçàíà.Ïðåîáðàçóåì �îðìóëû (1.19)-(1.22) íà ñëó÷àé ëåíòî÷íîé ìàòðèöû A.Ñíà÷àëà âûÿñíèì, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé èíäåêñîâ i è j íóæíî ïðîâîäèòüâû÷èñëåíèÿ ïî �îðìóëàì (1.19). Òàê êàê â ñèëó ëåììû 3.1
uij = 0 ïðè j − i > p, (3.11)òî ýëåìåíòû uij, êîòîðûå òîëüêî è íóæíî âû÷èñëÿòü, èìåþò èíäåêñû,ïîä÷èíåííûå óñëîâèþ j − i 6 p, ò.å.

j = i, i+ 1, . . . ,min [n, p+ i].Àíàëîãè÷íî
lij = 0 ïðè i− j > p (3.12)è lij íóæíî âû÷èñëÿòü òîëüêî äëÿ

i = j + 1, j + 2, . . . ,min [n, p+ j].



3.3. ËÅÍÒÎ×ÍÛÉ ÂÀ�ÈÀÍÒ Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÎ�Î �ÀÇËÎÆÅÍÈß 39Òåïåðü ïðåîáðàçóåì ñóììû â (1.19). Â ñèëó (3.11) íåíóëåâûå ñëàãàåìûåâ ñóììàõ (1.19) ìîãóò áûòü òîëüêî ïðè j − k 6 p, ò.å. ïðè
k > j − p,à â ñèëó (3.12) � òîëüêî ïðè i− k 6 p, ò.å. ïðè
k > i− p.Îáúåäèíÿÿ ýòè íåðàâåíñòâà è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî k � íàòóðàëü-íîå, áóäåì èìåòü

k > max[1, i− p, j − p].Ïîñêîëüêó â �îðìóëàõ äëÿ uij èíäåêñû i, j ïîä÷èíåíû îãðàíè÷åíèþ j > i,òî â ýòèõ �îðìóëàõ
k > max[1, j − p].Â �îðìóëàõ æå äëÿ lij íàîáîðîò i > j è ïîýòîìó â íèõ
k > max[1, i− p].Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî, äëÿ ëåíòî÷íîé ìàòðèöû A ñ ïîëóøèðèíîé p �îð-ìóëû (1.19) ïðèíèìàþò âèä

uij =
[
aij −

i−1∑

k=max[1,j−p]

likukj

] i = 1, . . . , n,

j = i, . . . ,min[n, p+ i],

lij =
1

ujj

[
aij −

j−1∑

k=max[1,i−p]

likukj

] j = 1, . . . , n,

i = j + 1, . . . ,min[n, p+ j].

(3.13)
Ïðåîáðàçóåì �îðìóëû (1.21) è (1.22). Â �îðìóëàõ (1.21) â ñèëó (3.12)

i− k 6 p, à â �îðìóëàõ (1.22) â ñèëó (3.11) j − k 6 p. Ïîýòîìó
yi = bi −

i−1∑

k=max[1,i−p]

likyk, i = 1, . . . , n,

xk =
1

ukk

[
yk −

min[n,k+p]∑

j=k+1

ukjxj

]
, k = n, . . . , 1.

(3.14)



40 3. ËÅÍÒÎ×ÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ3.4 Îöåíêà òðóäîåìêîñòèÎöåíèì òðóäîåìêîñòü LU - ðàçëîæåíèÿ ëåíòî÷íîé ìàòðèöû A, èìåþùåéïîëóøèðèíó p, è òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.1) ñ òàêîé ìàòðèöåé.Äëÿ ýòîãî ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî óìíîæåíèé è äåëåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðå-àëèçàöèè �îðìóë (3.13) è (3.14). Íà ðèñ. 6 èçîáðàæåíû ïîðòðåòû ìàòðèö
L è U

n− p

{

1

p
p+ 1

n




|1
|∗ 1

|∗ ∗ 1
∗ ∗ ∗ 1

∗ ∗ ∗ 1
∗ ∗ ∗ 1




L

1 p

n−p︷ ︸︸ ︷
p+1 n



∗ ∗ ∗| ∗
∗ ∗| ∗ ∗

∗| ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗
∗




U�èñ. 6Ïåðåïèøåì �îðìóëû (3.13), îòäåëèâ �îðìóëû äëÿ ýëåìåíòîâ uij è lij,îáâåäåííûõ òðåóãîëüíèêàìè íà ðèñ. 6.
uij = aij −

i−1∑

k=1

likukj, i = 1, . . . , p, j = i, . . . , p, (3.15)
uij = aij −

i−1∑

k=j−p

likukj, j = p+ 1, . . . , n, i = j − p, . . . , j, (3.16)
lij =

1

ujj

[
aij −

j−1∑

k=1

likukj

]
,

j = 1, . . . , p,

i = j + 1, . . . , p,
(3.17)

lij =
1

ujj


aij −

j−1∑

k=i−p

likukj


 , i = p+ 1, . . . , n,

j = i− p, . . . , i− 1.
(3.18)Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî óìíîæåíèé è äåëåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåàëèçàöèè�îðìóë (3.15)-(3.18). Èç ñðàâíåíèÿ (3.15), (3.17) ñ (1.19) ñëåäóåò, ÷òî ýòè�îðìóëû ïðè p = n ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó, ñ ó÷åòîì (1.23)

Q15(Up) +Q17(Lp) =
p(p2 + 1)

3
. (3.19)



3.4. ÎÖÅÍÊÀ Ò�ÓÄÎÅÌÊÎÑÒÈ 41Çäåñü Q � òðóäîåìêîñòü, íèæíèé èíäåêñ � íîìåð �îðìóëû, à àðãóìåíò� îáúåêò âû÷èñëåíèé.Äàëåå
Q16(uij) = i− 1 − j + p+ 1 = i− j + p,

Q16(U) =
n∑

j=p+1

j∑
i=j−p

(i− j + p),

Q18(lij) = j − 1 − i+ p+ 1 + 1 = j − i+ p+ 1,

Q18(L) =
n∑

i=p+1

i−1∑
j=i−p

(j − i+ p+ 1) =
n∑

j=p+1

j−1∑
i=j−p

(i− j + p+ 1),è, ñëåäîâàòåëüíî,
Q16(U) +Q18(L) =

n∑

j=p+1

[
p+

j−1∑

i=j−p

(i− j + p+ i− j + p+ 1)

]
=

= 2
n∑

j=p+1

[
p+

p−1∑

k=1

k

]
= (n− p)p(p− 1).Îòñþäà è èç (3.19) íàõîäèì, ÷òî îáùåå ÷èñëî óìíîæåíèé è äåëåíèé ïðèïîñòðîåíèè LU -ðàçëîæåíèÿ åñòü

Q =
p(p+ 1)

3
(3n− 2p− 1) = n(p2 + p) − 2

3
p3 + O(p2). (3.20)Çàìå÷àíèå 3.1. Ïîëóøèðèíà ïîëíîé ìàòðèöû p = n − 1. Ïîäñòàâëÿÿýòî çíà÷åíèå p â íàéäåííîå âûðàæåíèå, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ òðóäîåì-êîñòè òðåóãîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ, ñîâïàäàþùåå ñ (1.23). Ïîëàãàÿ æå çäåñü

p = 1, ïîëó÷èì (3.5).Îáðàòèìñÿ ê �îðìóëàì (3.14).
Q14(yi) =

[
i− 1, i = 1, . . . , p,

i− 1 − i+ p+ 1 = p, i = p+ 1, . . . , n,

]

Q14(y) =

n∑

i=1

Q14(yi) =
p(p− 1)

2
+ p(n− p) =

p(2n− p− 1)

2
,

Q14(x) =
p(2n− p− 1)

2
+ nè, ñëåäîâàòåëüíî,

q = Q14(x) +Q14(y) = p(2n− p− 1) + n = (2p+ 1)n− p(p+ 1) (3.21)



42 3. ËÅÍÒÎ×ÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ(ñð. ñ (1.25) ïðè p = n− 1 è (3.6) ïðè p = 1).Ïðîàíàëèçèðóåì �îðìóëû (3.20), (3.21). �àññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.1◦. p = O(n), íàïðèìåð, p = αn, α < 1. Òîãäà
Q ≈ α2n3 − 2

3
α3n3 = α2

(
1 − 2α

3

)
n3.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè 0 < α < 1 êîý��èöèåíò ïðè n3 ìåíüøå 1/3.2◦. p = o(n), íî p→ ∞ ïðè n→ ∞. Â ýòîì ñëó÷àå

Q ≈ p2n, q ≈ 2pn.Â ÷àñòíîñòè, ïðè p =
√
n

Q ≈ n2, q ≈ 2n3/2.3◦. p = onst (p = 1, 2, . . . ).
Q ≈ p(p+ 1)n, q ≈ (2p+ 1)n.Ïðè p = 1 Q < q, ïðè p > 2 Q > q.Óïðàæíåíèå 3.2. Ïîêàçàòü, ÷òî â îáîçíà÷åíèÿõ (3.2) ñîîòíîøåíèÿ (3.3),(3.4) ñîâïàäàþò ñ (3.13), (3.14).Ïðèâåäåì ïðèìåð âàæíîé ñèñòåìû, ïîëóøèðèíà ëåíòû ìàòðèöû êîòî-ðîé åñòü O(

√
n).Ïðèìåð 3.6. Ñðåäè óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè îäíèì èç âàæ-íåéøèõ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Ïóàññîíà, êîòîðîå â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõíà ïëîñêîñòè Oxy èìååò âèä

∆u :=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= −f(x, y), (x, y) ∈ Ω ⊂ R2.Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à Äèðèõëå,êîãäà íà ãðàíèöå ∂Ω îáëàñòè Ω çàäàåòñÿ çíà÷åíèå èñêîìîé �óíêöèè

u(x, y)
∣∣
∂Ω

= g(x, y).Ïóñòü îáëàñòüþ Ω ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûé êâàäðàò Ω = (0, 1)2, à ãðàíè÷íàÿ�óíêöèÿ g(x, y) = 0. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è áóäåì èñêàòüìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Äëÿ ýòîãî â îáëàñòè Ω ââåäåì êâàäðàòíóþñåòêó ñ øàãîì h = 1/N , îáðàçîâàííóþ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ñå-ìåéñòâ ïðÿìûõ: x = ih, i = 1, . . . , N − 1 è y = jh, i = 1, . . . , N − 1(ñì. ðèñ. 7). Êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê (óçëîâ ñåòêè) áóäåì
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→

↑

•

•

•

•

•

•

•

•

•�èñ. 7 x

y

îáîçíà÷àòü xi, yj. Âõîäÿùèå â óðàâíåíèå Ïóàññîíà ïðîèçâîäíûå àïïðîê-ñèìèðóåì íà ïîñòðîåííîé ñåòêå âòîðûìè ðàçíîñòíûìè îòíîøåíèÿìè, ò.å.ïóñòü
∂2u

∂x2
∼ u(xi + h, yj) − 2u(xi, yj) + u(xi − h, yj)

h2
,

∂2u

∂y2
∼ u(xi, yj + h) − 2u(xi, yj) + u(xi, yj − h)

h2
.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíî-ñèòåëüíî n = (N − 1)2 íåèçâåñòíûõ uh

ij, êîòîðûå è áóäóò ïðèáëèæåíèÿìèê u(xi, yj). Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå èç óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû ñîäåðæèò íåáîëåå ïÿòè íåèçâåñòíûõ. Åñëè âñå íåèçâåñòíûå ïåðåíóìåðîâàòü, äâèãàÿñüïî ñåòêå, íàïðèìåð, ñëåâà íàïðàâî è ñíèçó ââåðõ, òî ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìûáóäåò èìåòü ïîðòðåò, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 8. Ýòà ìàòðèöà èìååò ïÿòüíåíóëåâûõ äèàãîíàëåé è ïîëóøèðèíó p = N . Òåì ñàìûì, ïðè èñïîëüçîâà-íèè äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòðîåííîé ñèñòåìû ëåíòî÷íîãî âàðèàíòà òðåóãîëüíîãîðàçëîæåíèÿ ïîòðåáóåòñÿ O(n2) = O(N4) àðè�ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé.



∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗


�èñ. 8Óïðàæíåíèå 3.3. Ïîêàçàòü, ÷òî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ïîëóøèðèíà ëåí-òû p = O(n2/3) è òðóäîåìêîñòü Q = O(n7/3).



44 3. ËÅÍÒÎ×ÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ3.5 Íåñèììåòðè÷íàÿ ëåíòî÷íîñòüÎïðåäåëåíèå 3.3. �îâîðÿò, ÷òî ìàòðèöà A ëåíòî÷íàÿ ñ ëåíòîé íèæíåéïîëóøèðèíû p1 è âåðõíåé ïîëóøèðèíû p2, åñëè aij = 0 ïðè i − j > p1 è
j − i > p2.Ëåììà 3.2. Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò íèæíþþ ïîëóøèðèíó p1 è âåðõ-íþþ ïîëóøèðèíó p2. Òîãäà â òðåóãîëüíîì ðàçëîæåíèè A = LU ïîëóøè-ðèíà L ðàâíà p1, à ïîëóøèðèíà U � p2.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ïî÷òè ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëü-ñòâî ëåììû 3.1.Óïðàæíåíèå 3.4. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè íåñèììåòðè÷íîé ëåíòî÷íîñòè âðàçëîæåíèè A = LU ýëåìåíòû ìàòðèö L è U âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì
uij =


aij −

i−1∑

k=κij

likukj


 i = 1, . . . , n,

j = i, . . . ,min [n, p2 + i],

lij =
1

uij


aij −

j−1∑

k=κij

likukj


 j = 1, . . . , n,

i = j + 1, . . . ,min [n, p1 + j],

(3.22)
ãäå

κij = max [1, i− p1, j − p2].

Äëÿ îöåíêè òðóäîåìêîñòè LU -ðàçëîæåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àåñîîòíîøåíèÿ (3.22) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå, àíàëîãè÷íîì (3.15)-(3.18).



3.5. ÍÅÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÀß ËÅÍÒÎ×ÍÎÑÒÜ 45Ïðè p2 > p1 áóäåì èìåòü
uij = aij −

i−1∑

k=1

likukj, i = 1, . . . , p1, j = i, . . . , p2,

uij = aij −
i−1∑

k=j−p2

likukj, j = p2 + 1, . . . , n, i = j − p2, . . . , j − p2 + p1 − 1,

uij = aij −
i−1∑

k=i−p1

likukj,
i = p1 + 1, . . . , p2, j = p2 + 1, . . . , n,

j = i, . . . , p2, i = j − p2 + p1, . . . , j,

lij =
1

uij

[
aij −

j−1∑

k=1

likukj

]
, j = 1, . . . , p1, i = j + 1, . . . , p1,

lij =
1

uij


aij −

j−1∑

k=i−p1

likukj


 , i = p1 + 1, . . . , n, j = i− p1, . . . , i− 1.×èñëî óìíîæåíèé è äåëåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåàëèçàöèè ýòèõ �îðìóë,çàäàåòñÿ âåëè÷èíîé

Q(p1, p2) = p1

[
(p2 + 1)n− p2

1 + 3p2
2 + 3p1 + 3p2 + 2

6

]
, p1 6 p2,êîòîðàÿ ïðè p1 = p2 = p, åñòåñòâåííî, ñîâïàäàåò ñ (3.20). Îñîáûé èíòåðåññ òî÷êè çðåíèÿ äàëüíåéøèõ ïðèëîæåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé p2 = n− 1.Â ýòîì ñëó÷àå

Q(p1, n− 1) = p1

[
n(n+ 1)

2
− (p1 + 1)(p1 + 2)

6

]
.Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðè êîíå÷íîì p1 ìàòðèöà A ñîäåðæèò O(n2) íåíó-ëåâûõ ýëåìåíòîâ, òðóäîåìêîñòü LU -ðàçëîæåíèÿ îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

O(n2), à íå O(n3), êàê â îáùåì ñëó÷àå.Îïðåäåëåíèå 3.4. Êâàäðàòíàÿ ëåíòî÷íàÿ ìàòðèöà ñ íèæíåé ïîëóøè-ðèíîé p1 = 1 è âåðõíåé ïîëóøèðèíîé p2 = n − 1 íàçûâàåòñÿ âåðõíåéìàòðèöåé Õåññåíáåðãà.Ìàòðèöû Õåññåíáåðãà èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ìåòîäàõ ðåøåíèÿ çàäà÷èíà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Òðóäîåìêîñòü �àêòîðèçàöèè ìàòðèöû Õåññåí-áåðãà åñòü
Q(1, n− 1) =

n(n+ 1)

2
− 1.



46 3. ËÅÍÒÎ×ÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛÇàìå÷àíèå 3.2. Åñëè p1 > p2, òî
Q = (p2 + 1)

(
p1n− 3p2

1 + p2
2 + 3p1 − p2

6

)
.Òåì ñàìûì, ïðè ëþáûõ p1 è p2 òðóäîåìêîñòü LU -ðàçëîæåíèÿ îöåíèâàåòñÿâåëè÷èíîé O(p1p2n).3.6 Ëåíòî÷íûé âàðèàíò ìåòîäà ÕîëåöêîãîÊàê è â ñëó÷àå òðåóãîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü ðàçëîæåíèåÕîëåöêîãî â ëåíòî÷íîì âàðèàíòå. Ïóñòü A � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëü-íî îïðåäåëåííàÿ ëåíòî÷íàÿ ìàòðèöà ñ ïîëóøèðèíîé p. ÑïðàâåäëèâàËåììà 3.3. Åñëè ïîëóøèðèíà ìàòðèöû A = AT > 0 ðàâíà p, òî èïîëóøèðèíà ìíîæèòåëÿ Õîëåöêîãî L ðàâíà p.Íà äîêàçàòåëüñòâå ýòîé ëåììû ìû íå îñòàíàâëèâàåìñÿ, èáî îíî ïî÷òèäîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîé ëåììû 3.1.Â ñèëó ëåììû 3.3 íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè lik ìàòðèöû L ìîãóò áûòüòîëüêî òå, ó êîòîðûõ èíäåêñû ïîä÷èíåíû óñëîâèÿì

j − p 6 k 6 j (ljk 6= 0). (3.23)Ïîýòîìó �îðìóëà (1.33) ïðèíèìàåò âèä
ljj =

√√√√ajj −
j−1∑

k=max[1,j−p]

l2jk, j = 1, . . . , n. (3.24)Â ñèëó (3.23) â �îðìóëàõ (1.34) i − p 6 k 6 i è i − p 6 j 6 i. Ïîýòîìó�îðìóëû (1.34) ïðèíèìàþò âèä
lij =

1

ljj


aij −

j−1∑

k=max[1,i−p]

likljk


 , i = j + 1, . . . ,min[n, p+ j],

j = 1, . . . , n.
(3.25)Ëåíòî÷íûé âàðèàíò ðàçëîæåíèÿ Õîëåöêîãî ïîñòðîåí.



3.7. ÌÅÒÎÄ ÁËÎ×ÍÎ�Î ÈÑÊËÞ×ÅÍÈß 47Äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.29) íóæíî åùå ïðåîáðàçîâàòü �îð-ìóëû (1.36). Îíè ïðèíèìàþò âèä
yi =

1

lii


bi −

i−1∑

k=max[1,i−p]

likyk


 , i = 1, . . . , n,

xi =
1

lii


yi −

min[n,i+p]∑

k=i+1

lkixk


 , i = n, . . . , 1.

(3.26)
Ýòè �îðìóëû ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû �îðìóëàì (3.14).Óïðàæíåíèå 3.5. Ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî äåéñòâèé óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿè èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåàëèçàöèè �îðìóë (3.24)-(3.25),åñòü

Q =
(p+ 1)(p+ 2)(3n− 2p)

6
.3.7 Ìåòîä áëî÷íîãî èñêëþ÷åíèÿ (ìåòîä÷àñòè÷íîãî èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ)Â ìåòîäå èñêëþ÷åíèÿ �àóññà èç ñèñòåìû (1.29) ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ-÷àþòñÿ íåèçâåñòíûå � êîìïîíåíòû âåêòîðà xT = [x1, x2, . . . , xn]. Â ðÿäåñëó÷àåâ áûâàåò ïîëåçíûì ïðîöåäóðó èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ïðîèçâåñòèáëî÷íî. Ïóñòü

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
, b =

[
b1
b2

]
, x =

[
x1

x2

]
, (3.27)ãäå A11 � êâàäðàòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîâ m×m, à b1 è x1� m-ìåðíûå âåêòîðû. Ñ ó÷åòîì (3.27) ñèñòåìà (1.29) ïðèíèìàåò âèä

[
A11 A12

A21 A22

] [
x1

x2

]
=

[
b1
b2

]èëè ïîñëå áëî÷íîãî ïåðåìíîæåíèÿ
A11x1 + A12x2 = b1,

A21x1 + A22x2 = b2.
(3.28)Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (3.28) íàõîäèì, ÷òî

x1 = A−1
11 (b1 −A12x2). (3.29)



48 3. ËÅÍÒÎ×ÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛÏîäñòàâëÿÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå x1 âî âòîðîå óðàâíåíèå (3.28), ïîëó÷èì
A21A

−1
11 (b1 −A12x2) + A22x2 = b2èëè ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ

(A22 −A21A
−1
11 A12)x2 = b2 − A21A

−1
11 b1.Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà (3.28) ïðåîáðàçîâàëàñü ê ñèñòåìå

A11x1 + A12x2 = b1,

(A22 − A21A
−1
11 A12)x2 = b2 − A21A

−1
11 b1.

(3.30)(Íåèçâåñòíûå x1 èñêëþ÷åíû èç âòîðîé ãðóïïû óðàâíåíèé).Èç (3.30) âðîäå áû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè áëî÷íîãî èñêëþ÷åíèÿíóæíî âû÷èñëÿòü A−1
11 . Íà ñàìîì äåëå ÿâíî ýòî äåëàòü âîâñå íå îáÿçàòåëü-íî. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (3.29), ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
A−1

11 b1 =
◦
x1, A−1

11 A12 = Z12. (3.31)Òîãäà âòîðàÿ ãðóïïà óðàâíåíèé (3.30) ïðèìåò âèä
(A22 − A21Z12)x2 = (b2 −A21

◦
x1). (3.32)Ñîîòíîøåíèÿ (3.31) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ñèñòåì óðàâíåíèé

A11
◦
x1 = b1, A11Z12 = A12, (3.33)à èç (3.29) è (3.31) íàõîäèì, ÷òî
x1 =

◦
x1 − Z12x2. (3.34)Èòàê, ÷òîáû íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû (3.28) íóæíî:1◦ ðåøèòü (n − m + 1) ñèñòåì (3.33) ñ ìàòðèöåé A11 äëÿ îòûñêàíèÿâåêòîðà ◦

x1 è ñòîëáöîâ ìàòðèöû Z12,2◦ ïî íàéäåííûì ◦
x1 è Z12 ñ�îðìèðîâàòü ìàòðèöó è ïðàâóþ ÷àñòü ñè-ñòåìû (3.32) è ðåøèòü ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó � íàéòè âåêòîð x2,3◦ íàéòè âåêòîð x1 ïî �îðìóëàì (3.34).



3.7. ÌÅÒÎÄ ÁËÎ×ÍÎ�Î ÈÑÊËÞ×ÅÍÈß 49Çàìå÷àíèå 3.3. Â òðàêòîâêå (3.32),(3.33) ìåòîäà áëî÷íîãî èñêëþ÷åíèÿ�àêòè÷åñêè èñêëþ÷åííûìè îêàçûâàþòñÿ íå íåèçâåñòíûå x1, à íåèçâåñò-íûå x2. Èç ñèñòåìû (3.28) êàê áû èñêëþ÷àåòñÿ ÷àñòü íåèçâåñòíûõ (èìåííî
x2), çàòåì îíà ðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî îñòàâøèõñÿ íåèçâåñòíûõ (3.33) (íîíå ïîëíîñòüþ � íóæåí åùå øàã (3.34)) è ëèøü ïîòîì íàõîäèòñÿ x2 èç(3.32). Îòñþäà âòîðîå íàçâàíèå ìåòîäà � ìåòîä ÷àñòè÷íîãî èñêëþ÷åíèÿíåèçâåñòíûõ (èñêëþ÷åíèå x2).Ïðèìåð 3.7. Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò ïîðòðåò, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 9.Ìàòðèöà A íå ÿâëÿåòñÿ ëåíòî÷íîé, õîòÿ åå ïîäìàòðèöà A11, ðàñïîëîæåí-íàÿ â ïåðâûõ (n − 1) ñòðîêàõ è (n − 1) ñòîëáöàõ ÿâëÿåòñÿ ëåíòî÷íîéñ ïîëóøèðèíîé p = 2. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.29) ñ òàêîé ìàòðèöåéíå ãîäèòñÿ ëåíòî÷íûé âàðèàíò èñêëþ÷åíèÿ �àóññà, à ïðèìåíåíèå îáùåãîìåòîäà òðåáóåò O(n3) óìíîæåíèé è äåëåíèé. Íî åñëè ìîæíî ïðèìåíèòüàëãîðèòì áëî÷íîãî èñêëþ÷åíèÿ,



∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗ ∗ ∗


�èñ. 9òî äëÿ ðåøåíèÿ äâóõ ñèñòåì (3.33) ñ ïÿòèäèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè ñèñïîëüçîâàíèåì ëåíòî÷íîãî âàðèàíòà èñêëþ÷åíèÿ ïîòðåáóåòñÿ O(n) äåé-ñòâèé. Ñòîëüêî æå äåéñòâèé ïîòðåáóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèé ïî �îðìóëàì(3.32) è (3.34). Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà áóäåò ðåøåíà çà O(n) äåéñòâèé.Ïðèìåð 3.8. Ìàòðèöà èìååò ïîðòðåò, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 10.



∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗ ∗


�èñ. 10



50 3. ËÅÍÒÎ×ÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛÏåðåñòàâëÿÿ ïåðâóþ ñòðîêó íà ïîñëåäíåå ìåñòî è òî æå äåëàÿ ñ ïåðâûìñòîëáöîì, ïîëó÷èì ìàòðèöó ñ ïîðòðåòîì, èçîáðàæåííûì íà ðèñ. 11.



∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗ ∗ ∗


�èñ. 11Òåïåðü â êà÷åñòâå A11 ñëåäóåò âûáðàòü òðåõäèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ðàç-ìåðîâ (n− 2) × (n− 2), ñòîÿùóþ â ëåâîì âåðõíåì óãëó.



4Óñòîé÷èâîñòü âû÷èñëèòåëüíûõàëãîðèòìîâ ëèíåéíîé àëãåáðû
4.1 ÂâåäåíèåÈññëåäóåì âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ïî îòíî-øåíèþ ê âîçìóùåíèþ ïðàâîé ÷àñòè. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà

Ax = b (4.1)ñ êâàäðàòíîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé è ñèñòåìà ñ âîçìóùåííîé ïðàâîé÷àñòüþ
Ax̃ = b̃. (4.2)Îáîçíà÷èì b̃− b = δb, x̃− x = δx è îöåíèì δx ÷åðåç δb. Âû÷èòàÿ (4.1) èç(4.2), áóäåì èìåòü

Aδx = δb ⇒ δx = A−1δb. (4.3)Ïóñòü ‖·‖ � íåêîòîðàÿ íîðìà âåêòîðà. Â ëèíåéíîé àëãåáðå íàèáîëåå ÷àñòîèñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå íîðìû
‖x‖1 =

n∑

i=1

|xi|, ‖x‖2 =

√√√√
n∑

i=1

x2
i , ‖x‖∞ = max

i
|xi|.Êàê èçâåñòíî, íîðìà ìàòðèöû, ïîä÷èíåííàÿ âåêòîðíîé íîðìå ‖ · ‖ (îïå-ðàòîðíàÿ íîðìà), îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

‖A‖ = sup
x6=0

‖Ax‖
‖x‖ = sup

‖x‖=1

‖Ax‖. (4.4)51



52 4. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÕ ÀË�Î�ÈÒÌÎÂÓêàçàííûì âåêòîðíûì íîðìàì ïî÷èíåíû ñëåäóþùèå ìàòðè÷íûå íîðìû:
‖A‖1 = max

j

n∑

i=1

|aij|, ‖A‖2 =
√
λmax(AAT ), ‖A‖∞ = max

i

n∑

j=1

|aij|.Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö
A = AT , ‖ · ‖∞ = ‖ · ‖1, à ‖A‖2 = |λmax|,èáî Ax = λx, A2x = λAx = λ2x.Óïðàæíåíèå 4.1. Äîêàçàòü, ÷òî ïîä÷èíåííûå íîðìû çàäàþòñÿ èìåííîýòèìè ñîîòíîøåíèÿìè.Èç îïðåäåëåíèÿ (4.4) ìàòðè÷íîé íîðìû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

‖Ax‖
‖x‖ 6 ‖A‖ ⇒ ‖Ax‖ 6 ‖A‖ ‖x‖. (4.5)Ïðèìåíÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî êî âòîðîìó ñîîòíîøåíèþ (4.3), áóäåì èìåòü

‖δx‖ 6 ‖A−1‖ ‖δb‖. (4.6)Ñîîòíîøåíèå (4.6) äàåò îöåíêó àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ÷åðåçàáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü ïðàâîé ÷àñòè. Ïðè ýòîì ìíîæèòåëåì (êîý��è-öèåíòîì óñèëåíèÿ) âûñòóïàåò íîðìà îáðàòíîé ìàòðèöû. ×åì áîëüøå ýòàíîðìà, òåì íà ìåíüøóþ òî÷íîñòü ìû ìîæåì ðàññ÷èòûâàòü.Ïîëó÷èì òåïåðü îöåíêó îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè. Èç (4.1) â ñèëó(4.5)
‖b‖ 6 ‖A‖ ‖x‖. (4.7)Äåëÿ (4.6) íà (4.7), ïîëó÷èì

‖δx‖
‖x‖ 6 ‖A‖ ‖A−1‖‖δb‖‖b‖ . (4.8)Ýòî è åñòü îöåíêà îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè. Çäåñü êîý��èöèåíòîìóñèëåíèÿ âûñòóïàåò ÷èñëî

‖A‖ ‖A−1‖ =: ondA = κ(A) = κ, (4.9)íàçûâàåìîå ÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû A.Çàìå÷àíèå 4.1. Åñëè âìåñòî (4.1) ðåøàåòñÿ çàäà÷à A−1x = b, òî îöåíêàîòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè áóäåò äàâàòüñÿ òåì æå íåðàâåíñòâîì (4.8).



4.2. Ï�ÈÌÅ�Û ÏËÎÕÎ ÎÁÓÑËÎÂËÅÍÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 53Åñëè ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû A áîëüøîå, òî ïðî ìàòðèöó Aãîâîðÿò, ÷òî îíà ïëîõî îáóñëîâëåíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î õîðîøîîáóñëîâëåííîé ìàòðèöå. Ïîñêîëüêó AA−1 = I, òî ‖A‖ ‖A−1‖ > 1, ò.å.÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè íå ìîæåò áûòü ìåíüøå åäèíèöû. Èìåÿ ñèñòåìóñ õîðîøî îáóñëîâëåííîé ìàòðèöåé (õîðîøî îáóñëîâëåííóþ ñèñòåìó), ìûâïðàâå ðàññ÷èòûâàòü íà òî, ÷òî ïðè íåáîëüøèõ âîçìóùåíèÿõ ïðàâîé ÷à-ñòè âîçìóùåíèå ðåøåíèÿ íå áóäåò ñëèøêîì âåëèêî.4.2 Ïðèìåðû ïëîõî îáóñëîâëåííûõ ñèñòåìÏðèìåð 4.1.
x1 = 1,

x1 + 0.01x2 = 1.
(4.10)Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà íåâûðîæäåíà è åå åäèíñòâåííûì ðåøåíèåìÿâëÿåòñÿ âåêòîð [1, 0]T . Âîçìóòèì ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû (4.10) è íàéäåìðåøåíèå âîçìóùåííîé çàäà÷è

{
x̃1 = 1,

x̃1 + 0.01x̃2 = 1.01,
δb2 = 0.01. (4.11)Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ âåêòîð x̃ = [1, 1]T , êîòî-ðûé ìàëî ïîõîæ íà íåâîçìóùåííûé âåêòîð x, èáî

δx2 = 1, δx1 = 0, ‖δx‖1 = 1.Ýòî çíà÷åíèå àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñîöåíêàìè (4.6), (4.8), èáî
‖A‖1 = max

j

2∑

i=1

|aij| = 2, A−1 =

[
1 0

−100 100

]
, ‖A−1‖1 = 101,

‖x‖1 = 1, ‖b‖1 = 2, ‖δb‖1 = 0.01è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (4.6)
‖δx‖1 6 101 · 0.01 = 1.01,à â ñèëó (4.8)

‖δx‖1

‖x‖1
6 2 · 101 · 0.01

2
= 1.01.Ïðè çàäàííîì (4.11) óðîâíå ïîãðåøíîñòè ïðàâîé ÷àñòè îáóñëîâëåííîñòüìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû (κ = 202) ñëåäóåò ïðèçíàòü ïëîõîé.



54 4. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÕ ÀË�Î�ÈÒÌÎÂÓïðàæíåíèå 4.2. Ïóñòü èñêîìàÿ è âîçìóùåííàÿ ñèñòåìû ñóòü
x1 = 1, x̃1 = 1,

−100 x1 + 100x2 = 0, −100 x̃1 + 100x̃2 = 0.01.Èññëåäîâàòü îøèáêó, âûçâàííóþ ýòèì âîçìóùåíèåì, è ñðàâíèòü ïîëó÷åí-íûé ðåçóëüòàò ñ (4.6) è (4.8).Ïðèìåð 4.2.
A =




1 −1 −1 . . . −1 −1

0 1 −1 . . . −1 −1
0 0 1 . . . −1 −1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 −1
0 0 0 . . . 0 1



, b =




−1

−1
−1

·
−1

1



.

Â ðàçâåðíóòîì âèäå ñèñòåìà çàïèøåòñÿ òàê
x1 −x2 −x3 − . . . −xn = −1,

x2 −x3 − . . . −xn = −1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn−1 −xn = −1,
xn = 1.

(4.12)
Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèåì ñèñòåìû (4.12) ÿâëÿåòñÿ âåêòîð

x = [0, 0, . . . , 0, 1]T .Ëåãêî âèäåòü, ÷òî detA = 1.Âîçìóòèì ïîñëåäíþþ êîìïîíåíòó âåêòîðà b
b̃ = [−1,−1, . . . ,−1, 1 + ε]Tè îöåíèì ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ.Âû÷èòàÿ èç âîçìóùåííîé ñèñòåìû ñèñòåìó (4.12), äëÿ ïîãðåøíîñòèðåøåíèÿ ïîëó÷èì

δx1 −δx2 − . . . −δxn = 0,

δx2 − . . . −δxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

δxn−1 −δxn = 0,

δxn = ε.



4.2. Ï�ÈÌÅ�Û ÏËÎÕÎ ÎÁÓÑËÎÂËÅÍÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 55Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî
δxn = ε, δxn−1 = ε, δxn−2 = δxn + δxn−1 = 2ε,

δxn−3 = δxn + δxn−1 + δxn−2 = 4ε = 22ε.Ïîãðåøíîñòü â êàæäîé èç ïîñëåäóþùèõ êîìïîíåíò, íà÷èíàÿ ñ δxn−2, óäâà-èâàåòñÿ, òàê ÷òî
δxn−k = δxn + δxn−1 + · · · + δxn−(k−1) = 2k−1ε,à

δx1 = 2n−2ε.Òàêèì îáðàçîì,
‖δx‖∞ = 2n−2|ε|, ‖x‖∞ = 1, ‖δb‖∞ = |ε|, ‖b‖∞ = 1, ‖A‖∞ = n.Ïîñêîëüêó â ñèëó (4.8)

‖δx‖∞
‖x‖∞

6 κ
‖δb‖∞
‖b‖∞

,à â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
‖δx‖∞
‖x‖∞

= 2n−2|ε|,òî
κ = ‖A−1‖∞‖A‖∞ > 2n−2è, ñëåäîâàòåëüíî,

‖A−1‖∞ > n−12n−2.Ïðè n = 102, ‖A‖∞ = 102, κ > 2100 > 1030, ‖A−1‖∞ > 1027. Åñëè ε =
10−15, òî ‖δx‖∞ > 1015. Ìàòðèöà ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû î÷åíü ïëîõîîáóñëîâëåíà.Óïðàæíåíèå 4.3. Íàéòè ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê ìàòðèöå ñèñòåìû (4.12)Ïîíÿòèå ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ââåäåíî íàìè òîëüêî äëÿ íåâûðîæ-äåííûõ ìàòðèö. Óñëîâèå detA = 0 îçíà÷àåò âûðîæäåííîñòü ìàòðèöû
A, è ìîæåò ñëîæèòüñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî, åñëè detA ≈ 0, òî ìàòðèöàïëîõî îáóñëîâëåíà. Îäíàêî, ïðÿìîé ñâÿçè ìåæäó âåëè÷èíîé îïðåäåëèòåëÿìàòðèöû A è åå îáóñëîâëåííîñòüþ íåò. Òàê, îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû èçïðèìåðà (4.2) ðàâåí åäèíèöå, à

κ > 2n−2.



56 4. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÕ ÀË�Î�ÈÒÌÎÂÑ äðóãîé ñòîðîíû, õîðîøî îáóñëîâëåííàÿ ìàòðèöà ìîæåò èìåòü î÷åíüìàëåíüêèé îïðåäåëèòåëü. Íàïðèìåð, ó ìàòðèöû
A =




10−1

10−1 0. . .
0 10−1




κ = 1, õîòÿ detA = 10−n.4.3 Âîçìóùåíèå ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâÈññëåäóåì òåïåðü âîïðîñ î òîì, êàê âëèÿåò âîçìóùåíèå êîý��èöèåíòîâìàòðèöû A íà ïîãðåøíîñòü, ïðèîáðåòàåìóþ ðåøåíèåì.Òåîðåìà 4.1. Åñëè A íåâûðîæäåíà è
‖δA‖/‖A‖ < κ−1(A), (4.13)òî è A+ δA íåâûðîæäåíà.Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå (4.13) â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (4.9) ìîæíî ïå-ðåïèñàòü â âèäå

‖δA‖ < 1/‖A−1‖ èëè ‖δA‖ ‖A−1‖ < 1. (4.14)Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî, åñëè A + δA âû-ðîæäåíà, òî
‖δA‖ ‖A−1‖ > 1. (4.15)Ïóñòü A+δA âûðîæäåíà. Òîãäà íóëü ÿâëÿåòñÿ åå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì,è ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð (ñîáñòâåííûé âåêòîð) y òàêîé, ÷òî
(A+ δA)y = 0.Îáðàùàÿ â ýòîì ñîîòíîøåíèè ìàòðèöó A, êîòîðàÿ ïî ïðåäïîëîæåíèþòåîðåìû ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé, íàéäåì, ÷òî
y = −A−1δAy.Îòñþäà

‖y‖ = ‖A−1δAy‖ 6 ‖A−1‖ ‖δA‖ ‖y‖.



4.3. ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÅ ÌÀÒ�ÈÖÛ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ 57Ïîñêîëüêó ‖y‖ > 0, òî, ñîêðàùàÿ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî íà ‖y‖, áóäåìèìåòü
1 6 ‖A−1‖ ‖δA‖,÷òî ñîâïàäàåò ñ (4.15) è ïðîòèâîðå÷èò (4.14). Òåîðåìà äîêàçàíà.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ó ñèñòåìû (4.1) âîçìóùåí íå òîëüêî âåêòîðïðàâîé ÷àñòè b, íî è ñàìà ìàòðèöà A, ò.å. ïóñòü

(A+ δA)(x+ δx) = b+ δb. (4.16)Îöåíèì âîçìóùåíèå δx.Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü ìàòðèöà A ñèñòåìû (4.1) íåâûðîæäåíà è äëÿåå âîçìóùåíèÿ δA ñïðàâåäëèâà îöåíêà (4.13). Òîãäà äëÿ îòíîñèòåëüíîéïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖δx‖
‖x‖ 6

κ

1 − κ
‖δA‖
‖A‖

(‖δA‖
‖A‖ +

‖δb‖
‖b‖

)
. (4.17)Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (4.16)

Ax+ δAx +Aδx+ δAδx = b+ δb.Âû÷èòàÿ îòñþäà (4.1), ïîëó÷èì
Aδx = δb− δAx− δAδx,èëè

δx = A−1[δb− δAx− δAδx].Îòñþäà
‖δx‖ 6 ‖A−1‖(‖δb‖ + ‖δA‖ ‖x‖ + ‖δA‖ ‖δx‖).�àçðåøèì ýòî íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî ‖δx‖

(1 − ‖A−1‖ ‖δA‖)‖δx‖ 6 ‖A−1‖(‖δb‖ + ‖δA‖ ‖x‖).Â ñèëó (4.13) (ñì. òàêæå (4.14)) êîý��èöèåíò ïðè ‖δx‖ ïîëîæèòåëåí è,ñëåäîâàòåëüíî,
‖δx‖ 6

‖A−1‖(‖δb‖ + ‖δA‖ ‖x‖)
1 − ‖A−1‖ ‖δA‖ . (4.18)Íî

1 − ‖A−1‖ ‖δA‖ = 1 − κ
‖δA‖
‖A‖ .



58 4. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÕ ÀË�Î�ÈÒÌÎÂÓ÷èòûâàÿ ýòî è äåëÿ (4.18) íà ‖x‖, áóäåì èìåòü
‖δx‖
‖x‖ 6

‖A−1‖ ‖A‖
( ‖δb‖
‖A‖ ‖x‖ +

‖δA‖
‖A‖

)

1 − κ
‖δA‖
‖A‖

. (4.19)Ïîñêîëüêó ‖A‖ ‖x‖ > ‖b‖, òî èç (4.19) âûòåêàåò (4.17). Òåîðåìà äîêàçàíà.4.4 Ïðèìåð õîðîøî îáóñëîâëåííîé ñèñòåìû�àññìîòðèì ñèñòåìó (4.1) ñ ìàòðèöåé
A =

[
10−4 1

1 1

]
. (4.20)Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

A−1 = (1 − 10−4)

[
−1 1
1 −10−4

]è, ñëåäîâàòåëüíî,
κ(A) = ‖A‖∞‖A−1‖∞ = 4(1 − 10−4)−1 ≈ 4.Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà (4.20) õîðîøî îáóñëîâëåíà, è ìû âïðàâå íàäå-ÿòüñÿ, ÷òî ñèñòåìà (4.1) ñ ìàòðèöåé (4.20) ìîæåò áûòü ðåøåíà ÷èñëåííîñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ. Ïóñòü

b = [1 2]T . (4.21)Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (4.1), (4.20), (4.21) åñòü
x =

1

1 − 10−4

[
1

1 − 2 · 10−4

]
≈
[
1
1

]
. (4.22)Áóäåì ðåøàòü ýòó ñèñòåìó ïðè ïîìîùè LU ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì òðåõðàçðÿäíîé äåñÿòè÷íîé àðè�ìåòèêè ñ ïëàâàþùåé òî÷-êîé. Â ñèëó (1.19)

u11 = a11, u12 = a12,

l21 = a21/u11, u22 = a22 − l21u12.



4.4. Ï�ÈÌÅ� ÕÎ�ÎØÎ ÎÁÓÑËÎÂËÅÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ 59Ïîýòîìó ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî òðèðàçà: ïðè äåëåíèè, ïðè óìíîæåíèè è ïðè âû÷èòàíèè
l̃21 = � (1/10−4) = 104 = l21,

l̃21u12 = � (104 · 1) = 104 = l21u12, ũ22 = � (1 − 104) = � (−9999) = −104.Èòàê,
L̃ = L+ δL =

[
1 0

104 1

]
= L, Ũ = U + δU =

[
10−4 1

0 −104

]
.Ïðè ýòîì

Ã = A+ δA = L̃Ũ =

[
10−4 1

1 0

]
,â òî âðåìÿ êàê

A =

[
10−4 1

1 1

]
,è, ñëåäîâàòåëüíî,

δA =

[
0 0

0 −1

]
,ò.å. ‖δA‖ ∼ ‖A‖, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû �àêòè÷åñêè ðåøàåì ñèñòåìó ññîâñåì äðóãîé ìàòðèöåé. Â ñàìîì äåëå, ðåøàÿ ñèñòåìó L̃ỹ = b ïðè ïîìîùè�îðìóë (1.21), íàõîäèì, ÷òî

ỹ1 = b1 = 1, ỹ2 = b2 − l21ỹ1 = �(2 − 104 · 1) = �(−9998) = −104,ðåøåíèå ñèñòåìû Ũ x̃ = ỹ ïî �îðìóëàì (1.22) äàåò
x̃2 = ỹ2/ũ22 = �(−104/(−104)) = 1,

x̃1 = [ỹ1 − ũ12x̃2]/ũ11 = �((1 − 1)/10−4) = 0.Òåì ñàìûì,
x̃ = x+ δx = [0 1]T ,÷òî, êàê è îæèäàëîñü, ìàëî ïîõîæå íà òî÷íîå ðåøåíèå (4.22).Îòìåòèì, ÷òî èíäèêàòîðîì íåáëàãîïîëó÷èÿ ÿâëÿþòñÿ è îöåíêè

κ(L̃) ≈ 108, κ(Ũ) ≈ 108ïðè κ(A) ≈ 4.Â ÷åì æå ïðè÷èíà ïîÿâëåíèÿ ñòîëü çíà÷èòåëüíîé ïîãðåøíîñòè? �î-âîðèòü î íàêîïëåíèè îøèáîê îêðóãëåíèÿ íå ïðèõîäèòñÿ, ðàâíî êàê è î



60 4. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÕ ÀË�Î�ÈÒÌÎÂïëîõîé îáóñëîâëåííîñòè ñèñòåìû. Äåéñòâèòåëüíàÿ ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì,÷òî ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ �àóññà â òîì âèäå, â êàêîì îí áûë îïèñàí, ÿâëÿåòñÿíåóñòîé÷èâûì ìåòîäîì. ×òîáû îïðåäåëèòü, â ÷åì èìåííî åãî ñëàáîñòü,ðàññìîòðèì áîëåå âíèìàòåëüíî ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ ũ22, ãäå è ïîÿâè-ëèñü ïåðâûå îêðóãëåíèÿ. Ïðè âû÷èòàíèè èç a22 áîëüøîãî ÷èñëà l21u12è ïîñëåäóþùåãî îêðóãëåíèÿ ýëåìåíò a22 áûë ïîëíîñòüþ óòåðÿí, ÷òî èïðèâåëî ê áîëüøîé ïîãðåøíîñòè, à áîëüøîå âû÷èòàåìîå îáðàçîâàëîñü èç-çà áîëüøîãî ýëåìåíòà l21, ÷åìó ñïîñîáñòâîâàëà ìàëîñòü ãëàâíîãî ýëåìåíòà
u11 = a11.4.5 Ìåòîä �àóññà ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòàÈç-çà îòìå÷åííîé íåóñòîé÷èâîñòè ìåòîä �àóññà â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàê-òèêå îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ â ñî÷åòàíèè ñ íåêîòîðîé ñõåìîé âûáîðà ãëàâ-íîãî ýëåìåíòà. Íàïðèìåð, ñõåìà âûáîðà ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòîëáöóñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïåðåä íà÷àëîì ïåðâîãî øàãà ñðåäè êîý��èöèåíòîâ
a11, a21, . . . , an1, îáðàçóþùèõ ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû A, âûáèðàåòñÿ êî-ý��èöèåíò ñ íàèáîëüøèì ìîäóëåì; ïóñòü ýòî áóäåò ak,1. Åñëè k > 1, òî âñèñòåìå (4.1) ïåðåñòàâëÿþòñÿ 1-å è k-å óðàâíåíèÿ, ïðè k = 1 ïåðåñòàíîâêàíå íóæíà. Ïîñëå ýòîé ïðåäâàðèòåëüíîé ðàáîòû îáû÷íûì îáðàçîì ïðîâî-äèòñÿ 1-é øàã ïðÿìîãî õîäà. Äî íà÷àëà 2-ãî øàãà ñðåäè êîý��èöèåíòîâ
a

(1)
22 , a

(1)
31 , . . . , a

(1)
n,2 (ò.å. âî âòîðîì ñòîëáöå òåêóùåé ìàòðèöû) âûáèðàåòñÿêîý��èöèåíò a(1)

l2 ñ íàèáîëüøèì ìîäóëåì. Â ñëó÷àå l > 2 ïåðåñòàâëÿþòñÿ
2-å è l-å óðàâíåíèÿ, çàòåì âûïîëíÿåòñÿ 2-é øàã. È ò.ä.Îïèøåì ýòîò àëãîðèòì �îðìàëüíî â òåðìèíàõ òðåóãîëüíîãî ðàçëîæå-íèÿ. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê.Îïðåäåëåíèå 4.1. Ìàòðèöåé ïåðåñòàíîâîê P íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà,ïîëó÷åííàÿ èç åäèíè÷íîé ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê.Ëåììà 4.1. Ïóñòü P , P1 è P2 � ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê ïîðÿäêà n, à
A � ïðîèçâîëüíàÿ n× n ìàòðèöà. Òîãäà

1◦ PA îòëè÷àåòñÿ îò A òîëüêî ïîðÿäêîì ñòðîê. AP îòëè÷àåòñÿîò A òîëüêî ïîðÿäêîì ñòîëáöîâ,
2◦ P−1 = P T ,
3◦ det P = ±1,
4◦ P1P2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåñòàíîâîê.



4.5. ÌÅÒÎÄ �ÀÓÑÑÀ Ñ ÂÛÁÎ�ÎÌ �ËÀÂÍÎ�Î ÝËÅÌÅÍÒÀ 61Óïðàæíåíèå 4.4. Äîêàçàòü ëåììó 4.1.Òåîðåìà 4.3. Äëÿ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A ñóùåñòâóþò ïåðåñòà-íîâêè, çàäàâàåìûå ìàòðèöåé P , íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà L ñ åäè-íè÷íîé ãëàâíîé äèàãîíàëüþ è íåâûðîæäåííàÿ âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàò-ðèöà U , òàêèå, ÷òî PA = LU .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ïðè ïîìîùè ìåòîäà ïîë-íîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî ïîðÿäêó n. Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî äëÿ
1 × 1 ìàòðèö: P = L = 1 è U = A.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n− 1. Ïî-ñêîëüêó íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà A â êàæäîì ñòîëáöå äîëæíà èìåòü íåíó-ëåâûå ýëåìåíòû, âûáåðåì ìàòðèöó ïåðåñòàíîâîê P1 òàê, ÷òîáû ýëåìåíòïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðèöû P1A, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç
a11, áûë îòëè÷åí îò íóëÿ. Çàòåì ïðåäñòàâèì P1A â áëî÷íîì âèäå

P1A =

[
a11 A12

A21 A22

]
,ãäå A22 � ìàòðèöà ïîðÿäêà n−1, à A21 è AT

12 � ìàòðèöû-ñòîëáöû âûñîòû
n− 1. È, íàêîíåö, âûïîëíèì áëî÷íîå òðåóãîëüíîå ðàçëîæåíèå

[
a11 A12

A21 A22

]
=

[
1 0
L21 I

] [
u11 U12

0 A
(1)
22

]
=

[
u11 U12

L21u11 L21U12 + A
(1)
22

]
.Ñðàâíèâàÿ ïåðâóþ è ïîñëåäíþþ ìàòðèöû â ýòîì ñîîòíîøåíèè, íàéäåì,÷òî

u11 = a11 6= 0, U12 = A12, L21u11 = A21 ⇒ L21 = A21/u11,

A
(1)
22 = A22 − L21U12.

(4.23)Òåïåðü, äëÿ òîãî ÷òîáû ê A(1)
22 ìîæíî áûëî ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèåèíäóêöèè, íóæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî det A

(1)
22 6= 0. Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó

det [P1A] = ± detA 6= 0, à
det [P1A] = det

[
1 0
L21 I

]
· det

[
u11 U12

0 A
(1)
22

]
= 1 · (u11 · det A

(1)
22 ),òî det A

(1)
22 6= 0.Èòàê, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, íàéäåòñÿ ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê

P̃ , òàêàÿ ÷òî P̃A(1)
22 = L(1)U (1), ãäå L(1) � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðè-öà ñ åäèíè÷íîé ãëàâíîé äèàãîíàëüþ, à U (1) � íåâûðîæäåííàÿ âåðõíÿÿ



62 4. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÕ ÀË�Î�ÈÒÌÎÂòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Ïðåîáðàçîâûâàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñ èñïîëüçîâàíèåìëåììû 4.1 è ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò â íàïèñàííîå âûøå áëî÷íîå 2 × 2-ðàçëîæåíèå, ïîëó÷èì
P1A =

[
1 0

L21 I

] [
u11 U12

0 P̃ TL(1)U (1)

]
=

=

[
1 0

L21 I

] [
1 0

0 P̃ TL(1)

] [
u11 U12

0 U (1)

]
=

=

[
1 0

L21 P̃ TL(1)

] [
u11 U12

0 U (1)

]
=

=

[
1 0

0 P̃ T

] [
1 0

P̃L21 L(1)

] [
u11 U12

0 U (1)

]
,÷òî è äàåò òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå A:

([
1 0

0 P̃ T

]T

P1

)
A = P2P1A = PA =

[
1 0

P̃L21 L(1)

] [
u11 U12

0 U (1)

]
.Òåîðåìà äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 4.2. Òåîðåìà îñòàåòñÿ â ñèëå, åñëè âìåñòî ïåðåñòàíîâîê ñòðîêìàòðèöû A èñïîëüçîâàòü ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ: A ⇒ AP . Áîëåå òîãî,ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü îäíîâðåìåííî: A ⇒

P1AP2.Çàìå÷àíèå 4.3. Èç (4.23) è (1.20) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöû L21 è U12 ñóòüïîääèàãîíàëüíàÿ ÷àñòü ïåðâîãî ñòîëáöà è íàääèàãîíàëüíàÿ ÷àñòü ïåðâîéñòðîêè ìàòðèö L è U , ñîîòâåòñòâåííî, â LU ðàçëîæåíèè ìàòðèöû P1A,à ìàòðèöà A(1)
22 ñîâïàäàåò ñ âåäóùåé ïîäìàòðèöåé, ïîëó÷àþùåéñÿ ïîñëåïåðâîãî øàãà èñêëþ÷åíèÿ �àóññà, êîý��èöèåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ�îðìóëàìè (1.7), (1.9) ïðè k = 1. (Äëÿ n = 3 ñì. (1.4) è �îðìóëû äëÿ

a
(1)
ij ).Óïðàæíåíèå 4.5. Ïóñòü ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê n-ãî ïîðÿäêà P2 èìååòâèä [1 0

0 P̃2

], ãäå P̃2 � ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê ïîðÿäêà n−1. Äîêàçàòü, ÷òî
P2P1A =

[
1 0

P̃2L21 I

] [
u11 U12

0 P̃2A
(1)
22

]
.



4.5. ÌÅÒÎÄ �ÀÓÑÑÀ Ñ ÂÛÁÎ�ÎÌ �ËÀÂÍÎ�Î ÝËÅÌÅÍÒÀ 63×òî äîñòèãàåòñÿ âûáîðîì âåäóùåãî ýëåìåíòà ïî ñòîëáöó? Ñîãëàñíî(1.9) lik =
a

(k−1)
ik

a
(k−1)
kk

, è ìû ìîæåì òåïåðü ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî ìíîæèòåëè lijâñåõ øàãîâ (ýëåìåíòû ìàòðèöû L) ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå îãðàíè÷åíûåäèíèöåé. Ôîðìóëû (1.7) ïîêàçûâàþò, ÷òî, âî-ïåðâûõ, äîáàâêè lika
(k−1)
kjê òåêóùèì çíà÷åíèÿì êîý��èöèåíòîâ èìåþò òîò æå ïîðÿäîê âåëè÷èíû,÷òî è ñàìè êîý��èöèåíòû, âî-âòîðûõ, çà îäèí øàã óðîâåíü êîý��èöè-åíòîâ ìàòðèöû ìîæåò âûðàñòè íå áîëåå, ÷åì â äâà ðàçà. Äåéñòâèòåëüíî,ñîãëàñíî (1.7)

∣∣a(k)
ij

∣∣ =
∣∣a(k−1)

ij − lika
(k−1)
kj

∣∣ 6
∣∣a(k−1)

ij

∣∣+
∣∣a(k−1)

kj

∣∣ 6 2 max
ij

∣∣a(k−1)
ij

∣∣,

ρ =
max |ukj|
max akj

6 2n−1.
(4.24)Óïðàæíåíèå 4.6. �åøèòü ñèñòåìó (4.1), (4.20), (4.21) ìåòîäîì �àóñ-ñà ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòîëáöó íà 3-ðàçðÿäíîì äåñÿòè÷íîìêàëüêóëÿòîðå.Èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ è äðóãàÿ ñõåìà âûáîðà ãëàâíîãî ýëåìåíòà, à èìåí-íî, ñõåìà âûáîðà ïî ñòðîêå. Çäåñü äî íà÷àëà 1-ãî øàãà îïðåäåëÿåòñÿíàèáîëüøèé ïî ìîäóëþ ñðåäè êîý��èöèåíòîâ a11, a12, . . . , a1n. Ïóñòü èìáóäåò êîý��èöèåíò a1k. Åñëè,

k > 1, òî ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåíóìåðàöèÿ íåèçâåñòíûõ: 1-å è k-å íåèçâåñòíûåìåíÿþòñÿ íîìåðàìè. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòàíîâêå ñòîëáöîâ ìàòðèöûñèñòåìû. Ïðè k = 1 ïåðåñòàíîâêà íå íóæíà. Òåïåðü îáû÷íûì îáðàçîìïðîâîäèòñÿ 1-é øàã ïðÿìîãî õîäà. È ò.ä.Ïåðåõîäÿ ê âûáîðó ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòîëáöó, ìû ïîëó÷èëè äëÿñèñòåìû (4.1) ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå õîðîøåãî êà÷åñòâà. Íî ýòî íå çíà-÷èò, ÷òî îïèñàííûå ñõåìû ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïðèäàþò ìåòîäó�àóññà ãàðàíòèðîâàííóþ óñòîé÷èâîñòü. Õîòÿ îáû÷íî ñõåìû ñ âûáîðîìãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòîëáöó èëè ïî ñòðîêå äåéñòâèòåëüíî îáåñïå÷èâàþòóñòîé÷èâîå âû÷èñëåíèå.Â êàêèõ æå ñëó÷àÿõ óòðà÷èâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü? ×òîáû ïîíÿòü ýòî,çàìåòèì, ÷òî âî ìíîãèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ îøèáêè ïðîìåæóòî÷íûõ âû-÷èñëåíèé â ñîâîêóïíîñòè ðàâíîñèëüíû òîìó, êàê åñëè áû òåì æå ìåòî-äîì òî÷íî ðåøàëè èñõîäíóþ çàäà÷ó, ïðåäâàðèòåëüíî èçìåíèâ åå âõîäíûåäàííûå. Ýòî îòíîñèòñÿ è ê ìåòîäó �àóññà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèåëèíåéíîé ñèñòåìû (4.1), âû÷èñëåííîå ìåòîäîì �àóññà (ñ òîé èëè èíîé



64 4. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÕ ÀË�Î�ÈÒÌÎÂñõåìîé âûáîðà ãëàâíîãî ýëåìåíòà èëè âîîáùå áåç âûáîðà) ïðè íàëè÷èèîøèáîê îêðóãëåíèÿ òî÷íî óäîâëåòâîðÿåò èçìåíåííîìó óðàâíåíèþ
(A+ δA)x̃ = b. (4.25)Â ïîÿñíåíèå ñêàçàííîãî ðàññìîòðèì óìíîæåíèå äâóõ òðåóãîëüíûõ ìàò-ðèö ñ ó÷åòîì îøèáîê îêðóãëåíèÿ

ÃB =
˜[

a11 a12

0 a22

] [
b11 b12

0 b22

]
=

=

[
a11b11(1 + ε1) (a11b12(1 + ε2) + a12b22(1 + ε3))(1 + ε4)

0 a22b22(1 + ε5)

]Åñëè ïîëîæèòü
Ã =

[
a11 a12(1 + ε3)(1 + ε4)
0 a22(1 + ε5)

]
, B̃ =

[
b11(1 + ε1) b12(1 + ε2)(1 + ε4)

0 b22

]
,òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

ÃB = ÃB̃.Äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû âîçìóùåíèÿ â (4.25) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
|A− L̃Ũ | 6 3nη(|A| + |L̃||Ũ |) +O(η2). (4.26)Èòàê, ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ îøèáêè δA, âíîñèìûå ìåòîäîì âèñõîäíóþ èí�îðìàöèþ, òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøèé ðîñò ýëåìåíòîâ ìàòðèöäîïóñêàåòñÿ â ïðÿìîì õîäå. Åñëè â âåðñèè ìåòîäà �àóññà èç ïåðâîé ëåêöèèðîñò ýëåìåíòîâ ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî âåëèê, òî â ñõåìàõ ñ âûáîðîìãëàâíîãî ýëåìåíòà îí îãðàíè÷åí. Äåéñòâèòåëüíî, çà øàã ìàêñèìàëüíûéìîäóëü ýëåìåíòà ìàòðèöû ìîæåò âûðàñòè ñàìîå áîëüøåå â äâà ðàçà (ñì.(4.24)). Òàê êàê ìàëîâåðîÿòíî, ÷òîáû âîçìóùåíèå ïðîèñõîäèëî íà êàæäîìøàãå, òî îáû÷íî êîý��èöèåíò ðîñòà g(A) íåâåëèê. Â ýòîì ñëó÷àå áëàãî-äàðÿ ìíîæèòåëþ η â ïðàâîé ÷àñòè (4.26) ìàòðèöó-âîçìóùåíèå δA ìîæíîñ÷èòàòü ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ A.Ïðèâåäåì ïðèìåðû ìàòðèö, ïðåîáðàçîâàíèå êîòîðûõ ïðè ïîìîùè ìå-òîäà �àóññà ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïðèâîäèò ê ìàêñèìàëüíî âîç-ìîæíîìó óâåëè÷åíèþ êîý��èöèåíòîâ ïðîìåæóòî÷íûõ ìàòðèö ïðÿìîãîõîäà.
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A =




1 0 0 1
−1 1 0 1

−1 −1 1 1
−1 −1 −1 1


 , A1 =




1 0 0 1
0 1 0 2

0 −1 1 2
0 −1 −1 2


 , A2 =




1 0 0 1
0 1 0 2

0 0 1 4
0 0 −1 4


 ,

A3 = U =




1 0 0 1
0 1 0 2

0 0 1 4
0 0 0 8


 , L =




1 0 0 0
−1 1 0 0

−1 −1 1 0
−1 −1 −1 1


 .Óïðàæíåíèå 4.7. Ïîêàçàòü, ÷òî âûáîð ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòðîêåäëÿ ìàòðèöû

A =




1 −1 −1 −1
0 1 −1 −1

0 0 1 −1
1 1 1 1


ïðèâîäèò ê ìàêñèìàëüíîìó ðîñòó ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íûõ ìàòðèö.Çàìå÷àíèå 4.4. Âîçìîæíà åùå îäíà ñõåìà âûáîðà ãëàâíîãî ýëåìåíòà:âûáîð ïî âñåé ìàòðèöå. Â ýòîì ñëó÷àå ãàðàíòèðóåòñÿ ïîëíàÿ óñòîé÷èâîñòüìåòîäà �àóññà, îäíàêî ñàìà ïðîöåäóðà âûáîðà òàêîãî ãëàâíîãî ýëåìåíòàî÷åíü òðóäîåìêà � äëÿ åå ðåàëèçàöèè òðåáóåòñÿ O(n3) äåéñòâèé, ÷òîñðàâíèìî ñ òðóäîåìêîñòüþ ñàìîãî ìåòîäà è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâåí-íî óäîðîæàåò ðåøåíèå. Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûáîðå ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïîñòîëáöó èëè ïî ñòðîêå òðåáóåòñÿ ëèøü O(n2) äîïîëíèòåëüíûõ îïåðàöèé.
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5Ïðîñòàÿ èòåðàöèÿ è ÷åáûøåâñêèéèòåðàöèîííûé ìåòîä
Â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ax = b (5.1)ñ êâàäðàòíîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé áûëè ðàññìîòðåíû ÷åòûðå ïðÿ-ìûõ ìåòîäà îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ:à) ìåòîä �àóññà (LU -ðàçëîæåíèå, òðåóãîëüíîå ðàçëîæåíèå) è åãî ìîäè-�èêàöèÿ ñ âûáîðîì âåäóùåãî ýëåìåíòà,á) ìåòîä Õîëåöêîãî, ïðèìåíÿåìûé â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëü-íî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû,â) ìåòîä âðàùåíèé,ã) ìåòîä îòðàæåíèé.Âñå ýòè ìåòîäû ïîçâîëÿþò â ïðèíöèïå (ïðè îòñóòñòâèè îøèáîê îêðóã-ëåíèÿ) íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû (5.1) çà êîíå÷íîå ÷èñëî äåéñòâèé.Ýòî ÷èñëî áûëî îöåíåíî íàìè âåëè÷èíîé O(n3), ãäå n � ïîðÿäîê ñèñòåìû.Åñëè ìàòðèöà A ñèñòåìû èìååò ëåíòî÷íóþ ñòðóêòóðó ñ ïîëóøèðèíîéëåíòû p ìíîãî ìåíüøåé n, òî ëåíòî÷íûå âàðèàíòû ïåðâûõ äâóõ ìåòîäîâïîçâîëÿþò íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå ñ çàòðàòîé O(p2n) äåéñòâèé.Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû ðàññìîòðèì äðóãîé êëàññ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñè-ñòåìû (5.1) � èòåðàöèîííûõ. Ýòè ìåòîäû, êàê ïðàâèëî, åñëè è ïîçâîëÿþòíàéòè òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû (5.1), òî òîëüêî êàê ïðåäåë ïðè ñòðåìëåíèè÷èñëà èòåðàöèé (à, ñëåäîâàòåëüíî, è äåéñòâèé) ê áåñêîíå÷íîñòè. Îäíàêîäëÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷, âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèëîæåíèÿõ, òå èëè èíûå67



68 5. Ï�ÎÑÒÀß ÈÒÅ�ÀÖÈß È ×ÅÁÛØÅÂÑÊÈÉ ÈÒÅ�ÀÖÈÎÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄèòåðàöèîííûå ìåòîäû ìîãóò îêàçàòüñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå ñ òî÷êè çðåíèÿèñïîëüçóåìûõ ðåñóðñîâ, ÷åì îïèñàííûå ïðÿìûå.5.1 Îäíîøàãîâûå èòåðàöèîííûå ìåòîäûÈç êóðñà "Ââåäåíèå â ÷èñëåííûå ìåòîäû" èçâåñòíî, ÷òî ìíîãèå îäíî-øàãîâûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ìîãóò áûòü çàïèñàíû â òàê íàçûâàåìîéêàíîíè÷åñêîé �îðìå
B
xk+1 − xk

τ
+ Axk = b, k = 0, 1, . . . , (5.2)ãäå B � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëÿþùàÿ èòåðàöèîííûé ìåòîä, à τ �èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð. Â ÷àñòíîñòè, â âèäå (5.2) ìîãóò áûòü çàïèñà-íû ìåòîä ßêîáè, ìåòîä �àóññà-Çåéäåëÿ, ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåéðåëàêñàöèè, ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

A = AT > 0, B = BT > 0. (5.3)Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ â óêàçàííîì êóðñå äîêàçàíî, ÷òî åñëè
B >

τ

2
A, (5.4)ò.å. åñëè äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà x ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(Bx , x ) >
τ

2
(Ax , x ),òî èòåðàöèîííûé ìåòîä (5.2) ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ.Äëÿ ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé, êîòîðûé èìååò âèä (5.2) ñ B = I, êðîìåòîãî, äàíà è îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. Èìåííî, åñëè

τ = 2/(λ1 + λn), (5.5)ãäå λ1 è λn, ñîîòâåòñòâåííî, íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå ñîáñòâåííûå çíà-÷åíèÿ ìàòðèöû A, òî äëÿ ïîãðåøíîñòè èòåðàöèé ñïðàâåäëèâà îöåíêà
∥∥ x− xk

∥∥6 ρ
∥∥ x− xk−1

∥∥, ρ =
λn − λ1

λn + λ1
=

1 − λ1/λn

1 + λ1/λn
< 1, (5.6)ãäå ‖ · ‖ � åâêëèäîâà äëèíà.Èç (5.6) ñëåäóåò, ÷òî åñëè λn ≫ λ1, òî ÷èñëî ρ î÷åíü áëèçêî ê åäèíèöå,à ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèé î÷åíü íèçêàÿ. Íî ïðè óêàçàííîì âûáîðåíîðìû âåêòîðà

‖A‖ = max
i

λi(A) = λn, ‖A−1‖ = max
i

λi(A
−1) = λ−1

1
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λn/λ1 = ‖A‖ ‖A−1‖ = ondA = κ(A) = κ.Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìàòðèöà A ïëîõî îáóñëîâëåíà, à ýòî òèïè÷íàÿ ñèòó-àöèÿ, òî ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé ñõîäèòñÿ î÷åíü ìåäëåííî.5.2 Íåÿâíûå ìåòîäûÊàêèå åñòü ïóòè óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ?Èçó÷èì âëèÿíèå ìàòðèöû B èç (5.2) íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Â ñèëó (5.3)ñóùåñòâóåò ìàòðèöà B1/2 òàêàÿ, ÷òî
B1/2 =

(
B1/2

)T
> 0 è B1/2B1/2 = B.Ýòà ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíûì êîðíåì èç ìàòðèöû B.Íàïîìíèì ïîñòðîåíèå ìàòðèöû B1/2. Ïóñòü λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû

B, à ξ � îòâå÷àþùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð, ò.å. Bξ = λξ. Ïåðåíóìåðóåì âñå ñîá-ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû B è ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó Λ =diag (λ1, λ2, . . . , λn), îáðàçîâàííóþ ýòèìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, è îðòîãîíàëüíóþìàòðèöó Ξ = [ξ1, ξ2, . . . , ξn], îáðàçîâàííóþ îðòîíîðìèðîâàííûìè ñîáñòâåííûìè âåê-òîðàìè ξi ìàòðèöû B, óïîðÿäî÷åííûìè â ñîîòâåòñòâèè ñ íóìåðàöèåé ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé. Ïîñêîëüêó ΞΛ = [λ1ξ1λ2ξ2 . . . λnξn], òî BΞ = ΞΛ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
B = ΞΛΞT .Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöà Λ1/2 = diag (

√
λ1,

√
λ2, . . . ,

√
λn). Ïîýòîìó B1/2 = ΞΛ1/2ΞT .Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

B1/2xk = yk, xk =
(
B1/2

)−1
yk = B−1/2yk. (5.7)Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ (5.2) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê

B1/2y
k+1 − yk

τ
+AB−1/2yk = b,à ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê ýòîìó ñîîòíîøåíèþ ìàòðèöû B−1/2, ïîëó÷èì

yk+1 − yk

τ
+B−1/2AB−1/2yk = B−1/2b =: f. (5.8)Îáîçíà÷àÿ
B−1/2AB−1/2 = C, (5.9)
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yk+1 − yk

τ
+ Cyk = f, k = 0, 1, . . . , (5.10)êîòîðûå ïî �îðìå ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ (5.2). Î÷åâèäíî, ÷òî C = CT >

0, è ïîýòîìó äëÿ èòåðàöèîííîãî ìåòîäà (5.10) (à ýòî åñòü ìåòîä ïðîñòûõèòåðàöèé) ïðè
τ =

2

λ1(C) + λn(C)
(5.11)ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥∥ yk+1−y
∥∥6 ρ(C)

∥∥ yk−y
∥∥, ρ(C) =

λn(C)− λ1(C)

λn(C) + λ1(C)
=

1 − κ−1(C)

1 + κ−1(C)
< 1,(5.12)ãäå λ1(C) è λn(C) � ñîîòâåòñòâåííî ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ñîá-ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû C:

Cξ = λ(C)ξ. (5.13)Çäåñü ξ � ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû C. Ïîäñòàâëÿÿ â (5.13) ïðåä-ñòàâëåíèå C èç (5.9), ïîëó÷èì
B−1/2AB−1/2ξ = λ(C)ξ,à, îáîçíà÷àÿ
B−1/2ξ = η, ξ = B1/2ηè ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäíåé çàäà÷å ìàòðèöó B1/2, áóäåì èìåòü

Aη = λ(C)Bη. (5.14)Òàêèì îáðàçîì, λ1(C) è λn(C) ñóòü ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ñîá-ñòâåííûå çíà÷åíèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (5.14).Ïîäñòàâëÿÿ â (5.12) yk èç (5.7) è îáîçíà÷àÿ (Bx , x ) = ‖x‖2
B, ïîëó÷èì∥∥ xk+1 − x

∥∥
B
6 ρ(C)

∥∥ xk − x
∥∥

B
.Èòàê, åñëè B = BT > 0 òàêîâà, ÷òî

λn/λ1 > λn(C)/λ1(C),òî èòåðàöèîííûé ìåòîä (5.2), (5.11) ñ ýòîé ìàòðèöåé B áóäåò ñõîäèòüñÿáûñòðåå (â ñìûñëå B-íîðìû), ÷åì ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé. Íàèáîëüøóþñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìû ïîëó÷èì, âûáèðàÿ B = A. Òîãäà
C = I, λ1(C) = λn(C) = 1, τ = 1



5.3. ×ÅÁÛØÅÂÑÊÈÉ ÈÒÅ�ÀÖÈÎÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ 71è (5.2) ïðèíèìàåò âèä
Axk+1 = b,÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ (5.1). Ìåòîä ñõîäèòñÿ çà îäíóèòåðàöèþ. Ëó÷øåãî áûòü íå ìîæåò. Íî ìû ïðèøëè ê òîìó, îò ÷åãî õîòåëèóéòè: íàì ñíîâà íóæíî ðåøàòü ñèñòåìó (5.1). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàâûáîð ìàòðèöû B íóæíî íàëîæèòü âåñüìà ñåðüåçíûå îãðàíè÷åíèÿ � ìàò-ðèöà B äîëæíà áûòü îòíîñèòåëüíî ëåãêî îáðàòèìà. Òàêîâûìè, íàïðèìåð,ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûå è òðåóãîëüíûå ìàòðèöû. Õîòÿ ïîñëåäíèå è íåÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè, ýòî íåóäîáñòâî ëåãêî óñòðàíèòü, âûáèðàÿ â êà-÷åñòâåB ïîäõîäÿùåå ïðîèçâåäåíèå òðåóãîëüíûõ ìàòðèö. Îäíàêî ñêîðîñòüñõîäèìîñòè ìåòîäà (5.2) ïðè òàêîì âûáîðå B èç î÷åâèäíûõ ñîîáðàæåíèéîñòàåòñÿ ñðàâíèòåëüíî íèçêîé.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåèçâåñòíî ðåãóëÿðíûõ ñïîñîáîâ õîðîøåãî âûáîðàìàòðèöû B äëÿ ïðîèçâîëüíîé A. Âñå óäà÷íûå íàõîäêè òàê èëè èíà÷åñâÿçàíû ñî ñïåöè�èêîé ìàòðèöû A.5.3 ×åáûøåâñêèé èòåðàöèîííûé ìåòîäÄðóãîé ïóòü óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ìåòîäà (5.2)ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âìåñòî îäíîãî èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà τ èñïîëüçî-âàòü íåñêîëüêî � ñâîé íà êàæäîé èòåðàöèè. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû òàêîãîòèïà íàçûâàþòñÿ íåñòàöèîíàðíûìè è èìåþò âèä

B
xk+1 − xk

τk+1
+ Axk = b, k = 0, 1, . . . (5.15)èëè ñ ó÷åòîì (5.7), (5.9)

yk+1 − yk

τk+1
+ Cyk = f, k = 0, 1, . . . . (5.16)Óêàæåì îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ âûáîðà èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ

τk. Ïóñòü
zk = yk − y� ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ ïîñëå k èòåðàöèé, à
Cy = f. (5.17)Âû÷èòàÿ (5.17) èç (5.16), ïîëó÷èì çàäà÷ó äëÿ zk:

zk+1 − zk

τk+1
+ Czk = 0, k = 0, 1, . . . , z0 = y0 − y. (5.18)
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zk+1 = (I − τk+1C)zk,è, ñëåäîâàòåëüíî,
zk =

k∏

j=1

(I − τjC)z0, (5.19)ò.å.
zk = Pk(C)z0,ãäå

Pk(t) =

k∏

j=1

(1 − τjt) = 1 + a
(k)
1 t+ · · · + a

(k)
k tk. (5.20)Èç (5.19) íàõîäèì, ÷òî

‖zk‖ = ‖yk − y‖ =

∥∥∥∥
k∏

j=1

(I − τjC)z0

∥∥∥∥ 6

∥∥∥∥
k∏

j=1

(I − τjC)

∥∥∥∥ ‖z
0‖. (5.21)Íî

∥∥∥∥
k∏

j=1

(I − τjC)

∥∥∥∥ = max
l

∣∣λl

(
Pk(C)

)∣∣ = max
l

∣∣Pk

(
λl(C)

)∣∣. (5.22)Ïîñêîëüêó ìû õîòèì, ÷òîáû èòåðàöèè ñõîäèëèñü êàê ìîæíî áûñòðåå ïðèëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè, òî ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó î ìèíèìèçà-öèè ‖Pk(C)‖ â çàâèñèìîñòè îò èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ τj, j = 1, k. Âñèëó (5.20), (5.22) ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ ìíîãî÷ëåíà
Pk(t) ñòåïåíè k ñ åäèíè÷íûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì, êîòîðûé â òî÷êàõ ñïåê-òðà ìàòðèöû C íàèáîëåå áëèçîê ê íóëþ. Îäíàêî ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷àïðàêòè÷åñêè íå ðàçðåøèìà. Òåì íå ìåíåå, âìåñòî íåå ìîæíî ïîñòàâèòüáëèçêóþ çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè Pk(t), íàèìåíåå îòêëîíÿþùåãîñÿ îò íóëÿ íåíà ñïåêòðå, à íà îòðåçêå [λ1, λn], ãäå ýòîò ñïåêòð ðàñïîëîæåí. Ýòà çàäà÷àìíîãî ïðîùå. Íàéäåì ýòî ðåøåíèå.Ñðåäè ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè k òàêèõ, ÷òî Qk(0) = 1 (ñì. (5.20)), òðåáó-åòñÿ íàéòè ìíîãî÷ëåí Pk(t), ìàêñèìóì ìîäóëÿ êîòîðîãî íà [λ1, λn] ìèíè-ìàëåí.Ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííîé t = ax + b ïåðåâåäåì îòðåçîê [λ1, λn] âîòðåçîê [1,−1]. Èìååì

λ1 = a + b

λn = −a + b

}
, b =

λn + λ1

2
, a = −λn − λ1

2
,
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t =

λn + λ1

2
− λn − λ1

2
x =

λ1 + λn

2

[
1 − λn − λ1

λn + λ1
x

]
=

1

τ0
[1 − ρ0x], (5.23)ãäå

τ0 =
2

λn + λ1
, ρ0 =

λn − λ1

λn + λ1
=

1 − κ−1

1 + κ−1
< 1. (5.24)Çàìåòèì, ÷òî τ0 ñîâïàäàåò ñ τ èç (5.5), (5.11) äëÿ ñòàöèîíàðíîãî èòåðà-öèîííîãî ïðîöåññà, à ρ0 ñîâïàäàåò ñ ρ èç (5.6), (5.12) è õàðàêòåðèçóåòñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ýòîãî ïðîöåññà.Ïóñòü

Pk(t) = P̂k(x). (5.25)Ïîñêîëüêó t = 0 îòâå÷àåò òî÷êà x = ρ−1
0 (ñì. (5.23)), òî äîëæíî áûòü

Pk(0) = P̂k

(
ρ−1

0

)
= 1. (5.26)Íàøà çàäà÷à ñâåëàñü ê îòûñêàíèþ ìíîãî÷ëåíà P̂k(x), êîòîðûé íàèìåíååîòêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ íà [−1, 1] è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5.26). Ïîõîæàÿçàäà÷à ðåøåíà â ãë. 11. Îòòóäà ìû çíàåì, ÷òî ñðåäè ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè

k âèäà xk + . . . íàèìåíåå îòêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ íà [−1, 1] ìíîãî÷ëåí
T k(x) =

1

2k−1
Tk(x),ãäå Tk(x) � ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà. �àçóìååòñÿ, ñàì ìíî-ãî÷ëåí ×åáûøåâà Tk(x) ÿâëÿåòñÿ íàèìåíåå îòêëîíÿþùèìñÿ îò íóëÿ íà

[−1, 1] ñðåäè ìíîãî÷ëåíîâ âèäà Pk(x) = 2k−1xk + . . . .Ïóñòü
Tk

(
ρ−1

0

)
= q−1

k . (5.27)Ïîñòðîèì ìíîãî÷ëåí T̃k(x) = qkTk(x). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ìíîãî÷ëåíÿâëÿåòñÿ íàèìåíåå îòêëîíÿþùèìñÿ îò íóëÿ íà [−1, 1] ñðåäè ìíîãî÷ëåíîââèäà
Pk(x) = 2k−1qkx

k + . . . (5.28)è, êðîìå òîãî ìíîãî÷ëåí T̃k(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5.26). Ïîêàæåì,÷òî T̃k(x) è åñòü èíòåðåñóþùèé íàñ ìíîãî÷ëåí. Ïîñêîëüêó T̃k(x) äàåòðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ñðåäè ìíîãî÷ëåíîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ äâóìóñëîâèÿì (5.28) è (5.26), à íå îäíîìó (5.26), òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåòñóùåñòâîâàòü äðóãîé ìíîãî÷ëåí, óäîâëåòâîðÿþùèé (5.26), ìàêñèìóì ìî-äóëÿ êîòîðîãî íà [−1, 1] ìåíüøå, ÷åì ó T̃k(x). Ïóñòü ýòîò ìíîãî÷ëåí åñòü
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Pk(x). Ïîñêîëüêó â ñèëó ñâîéñòâ 4◦ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà ìíîãî÷ëåí
T̃k(x) â (k + 1) òî÷êå (11.21) îòðåçêà [−1, 1] ïðèíèìàåò ñ ÷åðåäóþùèìèñÿçíàêàìè ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ, òî â ýòèõ æå òî÷êàõ ìíîãî÷ëåí
T̃k(x)−Pk(x) òàêæå èìååò ðàçëè÷íûå çíàêè. Ïîýòîìó íà [−1, 1] ñóùåñòâó-åò k òî÷åê, ãäå ìíîãî÷ëåí k-îé ñòåïåíè T̃k(x) − Pk(x) îáðàùàåòñÿ â íóëü.Íî ýòîò ìíîãî÷ëåí îáðàùàåòñÿ â íóëü è â (k + 1)-îé òî÷êå
ρ−1

0 6∈ [−1, 1], ÷òî íåâîçìîæíî, åñëè Pk(x) 6≡ T̃k(x). Òåì ñàìûì,
P̂k(x) = qkTk(x), (5.29)è íåñòàöèîíàðíûé èòåðàöèîííûé ìåòîä ïîñòðîåí.Íàéäåì �îðìóëû äëÿ èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ τj. Èç (5.25), (5.29) è(5.23) ñëåäóåò, ÷òî íóëè ïîëèíîìîâ Pk(t) è Tk

(
1−τ0t

ρ0

) ñîâïàäàþò. Òàê êàêïîëèíîì Pk(t) èìååò íóëè â òî÷êàõ t = 1/τj, j = 1, k, à íóëÿìè ïîëèíîìà×åáûøåâà Tk(x) ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà (11.21)
xj = cos

(2j − 1)π

2k
, j = 1, 2, . . . , k,òî ñ ó÷åòîì (5.23) íàõîäèì, ÷òî

τj =
τ0

1 − ρ0µj
, j = 1, 2, . . . , k, (5.30)ãäå

µj ∈ Mk =

{
cos

2i− 1

2k
π, i = 1, 2, . . . , k

}
. (5.31)Îöåíèì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîñòðîåííîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà,êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ÷åáûøåâñêèì èòåðàöèîííûì ìåòîäîì.Â ñèëó ñâîéñòâà 4◦ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà max

[−1,1]
|Tk(x)| = 1. Îòñþäà ñó÷åòîì (5.18) è (5.25) íàõîäèì, ÷òî

max
[λ1,λn]

|Pk(t)| = max
[−1,1]

‖P̂k(x)‖ = qk.Ïîýòîìó ñëåäñòâèåì (5.21), (5.22) áóäåò îöåíêà
‖zk‖ 6 qk‖z0‖. (5.32)Ïðîàíàëèçèðóåì çàâèñèìîñòü qk îò k è ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè κ ìàòðè-öû C. Èç ñâîéñòâà 6◦ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà íàõîäèì, ÷òî Tk

(
ρ−1

0

)
=h kArh ρ−1

0 , è ïîýòîìó, ñ ó÷åòîì (5.27),h kArh 1

ρ0
=

1

qk
.
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kArh 1

ρ0
:= k ln

1 +
√

1 − ρ2
0

ρ0
= ln

[
1 +

√
1 − ρ2

0

ρ0

]k

=

= Arh 1

qk
= ln

1 +
√

1 − q2
k

qkè, ñëåäîâàòåëüíî,
1 +

√
1 − q2

k

qk
=

[
1 +

√
1 − ρ2

0

ρ0

]k

=: ρ−k
1 . (5.33)Ïðåîáðàçîâûâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ê êâàäðàòíîìó îòíîñèòåëüíî qk óðàâ-íåíèþ è ðåøàÿ åãî, íàõîäèì, ÷òî

qk =
2ρ−k

1

1 + ρ−2k
1

=
2ρk

1

1 + ρ2k
1

, (5.34)ãäå, ñîãëàñíî (5.33), (5.24)
ρ1 =

ρ0

1 +
√

1 − ρ2
0

=
1−κ−1

1+κ−1

1 +
√

1 −
(

1−κ−1

1+κ−1

)2 =
1 − κ−1

1 + κ−1 + 2κ−1/2
=

1 − κ−1/2

1 + κ−1/2
.(5.35)Èç �îðìóë (5.30), (5.31) äëÿ èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ τj âèäíî, ÷òîäëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ òðåáóåòñÿ çàäàòü ÷èñëî èòåðàöèé k. Îáû÷íî â êà÷åñòâåóñëîâèÿ îêîí÷àíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà áåðåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖zk‖ 6 ε‖z0‖è ÷èñëîì èòåðàöèé íàçûâåòñÿ íàèìåíüøåå èç ÷èñåë k, äëÿ êîòîðîãî ýòîíåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ. Èç (5.32) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ÷åáûøåâñêîãî èòåðà-öèîííîãî ìåòîäà ÷èñëî èòåðàöèé íàõîäèòñÿ èç íåðàâåíñòâà qk 6 ε. �åøèìýòî íåðàâåíñòâî. Â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ (5.34), èññëåäóåìîå íåðàâåíñòâîïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
2ρk

1

1 + ρ2k
1

6 ε.Ýòî íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó
(
ρk

1 −
1 +

√
1 − ε2

ε

)(
ρk

1 −
1 −

√
1 − ε2

ε

)
> 0.



76 5. Ï�ÎÑÒÀß ÈÒÅ�ÀÖÈß È ×ÅÁÛØÅÂÑÊÈÉ ÈÒÅ�ÀÖÈÎÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄÏîñêîëüêó ρ1 < 1, òî ïåðâûé ñîìíîæèòåëü îòðèöàòåëåí, è äîëæíî âû-ïîëíÿòüñÿ óñëîâèå
ρk

1 6
1 −

√
1 − ε2

ε
=

ε

1 +
√

1 − ε2
.Îòñþäà

k >

ln
1 +

√
1 − ε2

ε
ln 1/ρ1

.Ïîñêîëüêó ε îáû÷íî ìàëî, òî ïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùåé �îðìóëîé
k >

ln 2/ε

ln 1/ρ1
. (5.36)Ñðàâíèì ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÷åáûøåâñêîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà ñîïòèìàëüíûì ìåòîäîì ïðîñòûõ èòåðàöèé. Èç (5.6) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îïòè-ìàëüíîãî ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé

‖x− xk‖ 6 q‖x− xk−1‖,ãäå
q =

1 − κ−1

1 + κ−1
= ρ0è, ñëåäîâàòåëüíî,

‖x− xk‖ 6 qk‖x− x0‖.Åñëè ìû è çäåñü ïîòðåáóåì, ÷òîáû
‖x− xk‖ 6 ε‖x− x0‖,òî äëÿ ÷èñëà èòåðàöèé k áóäåì èìåòü

k ln
1

ρ0
> ln

1

ε
,ò.å.

k >
ln 1/ε

ln 1/ρ0
. (5.37)Äëÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé ìàòðèöû κ−1 ≪ 1 è ïîýòîìó

1

ρ0
= 1 + 2κ−1 + O(κ−2).
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k ≈ 1

2
κ ln 1/ε. (5.38)Äëÿ ÷åáûøåâñêîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà â ñèëó (5.36), (5.35), áóäåìèìåòü

ρ−1
1 =

1 + κ−1/2

1 − κ−1/2
= 1 + 2κ−1/2 + O(κ−1)è

k ≈ 1

2
κ1/2 ln 2/ε. ,÷òî ìíîãî ëó÷øå, ÷åì (5.38).5.4 Îá óñòîé÷èâîñòèÊ ñîæàëåíèþ, âû÷èñëåíèÿ ïî �îðìóëàì (5.15) ïðè ïðîèçâîëüíîì èñïîëü-çîâàíèè èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ íå ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè. Ñâÿçàíîýòî ñ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî íå âñå ñîìíîæèòåëè (I − τjC) ðàçðåøà-þùåãî îïåðàòîðà èç (5.19) èìåþò îãðàíè÷åííóþ åäèíèöåé íîðìó. Ïðèêîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèÿõ âñåãäà ïðèñóòñòâóþò îøèáêè îêðóãëåíèÿ,è ïîñëåäîâàòåëüíîå èñïîëüçîâàíèå â âû÷èñëåíèÿõ ìàòðèö (I − τjC) ñïðåâîñõîäÿùèìè åäèíèöó íîðìàìè ïðèâîäèò ê íàêîïëåíèþ ýòèõ ïîãðåø-íîñòåé è íåóñòîé÷èâîñòè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà. Ïðîèëëþñòðèðîâàòüýòî ìîæíî íà ïðîñòîì ïðèìåðå ïåðåìíîæåíèÿ íåñêîëüêèõ ÷èñåë, ñðåäèêîòîðûõ åñòü î÷åíü áîëüøèå è î÷åíü ìàëåíüêèå. Ïóñòü M0 = 10−p �ìàøèííûé íóëü, à M∞ = 10p � áåñêîíå÷íîñòü. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïåðåìíî-æèòü ñëåäóþùèå ÷èñëà

103p/4, 10p/2, 10p/4, 10−p/2, 10−3p/4.Î÷åâèäíî, ÷òî èñêîìîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 10p/4 ∈ [M0,M∞]. Îäíàêî,åñëè ýòè ÷èñëà ïåðåìíîæàòü â åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå, òî óæå ïîñëå ïåðâîãîóìíîæåíèÿ ïîëó÷èòñÿ áåñêîíå÷íîñòü
103p/4 · 10p/2︸ ︷︷ ︸ ·10p/4 · 10−p/2 · 10−3p/4︸ ︷︷ ︸ = M∞.Ïåðåìíîæåíèå â îáðàòíîì ïîðÿäêå òîæå íå ïðèâîäèò ê ïðàâèëüíîìó ðå-çóëüòàòó � ïåðâîå æå óìíîæåíèå ïðèâîäèò ê íóëþ. Ïðàâèëüíûé ðåçóëü-òàò ïîëó÷èòñÿ ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè ïîðÿäîê ñîìíîæèòåëåé ìû áóäåìêîíòðîëèðîâàòü, íàïðèìåð, òàê 10−3p/4 10p/2 103p/4 10−p/2 10p/4. Èòåðàöè-îííûå ïàðàìåòðû (5.30) òàêæå ìîæíî óïîðÿäî÷èòü (ñì. [9℄) òàê, ÷òîáûèòåðàöèè áûëè óñòîé÷èâûìè.



6Ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà
6.1 Ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêàÂíîâü îáðàòèìñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû

Ax = b, A = AT > 0. (6.1)Áóäåì äëÿ ïðîñòîòû èñïîëüçîâàòü ÿâíûé íåñòàöèîíàðíûé ìåòîä
xk+1 − xk

τk+1
+Axk = b, k = 0, 1, . . . . (6.2)Â ïðåäûäóùåé ëåêöèè áûë óêàçàí ñïîñîá âûáîðà èòåðàöèîííûõ ïàðàìåò-ðîâ τk, èñïîëüçóþùèé àïðèîðíóþ èí�îðìàöèþ î ðàñïîëîæåíèè ñïåêòðàìàòðèöû A. Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì äðóãîé ñïîñîá âûáîðà ýòèõ ïàðàìåò-ðîâ.Ïóñòü, êàê îáû÷íî, zk = xk − x. Òîãäà

zk+1 = zk − τk+1Az
k. (6.3)Âû÷èñëèì A-íîðìó ïîãðåøíîñòè zk+1 è âûðàçèì åå ÷åðåç zk. Èñïîëüçóÿ(6.3), íàõîäèì, ÷òî

‖zk+1‖2
A =

(
Azk+1, zk+1

)
=
(
A(zk − τk+1Az

k), zk − τk+1Az
k
)

=

= ‖zk‖2
A − 2τk+1

(
Azk, Azk

)
+ τ 2

k+1

(
A2zk, Azk

)
.Âûáåðåì τk+1 èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ‖zk+1‖2

A. Äè��åðåíöèðóÿ ïî τk+1 èïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíóþ íóëþ, íàéäåì, ÷òî
−2
(
Azk, Azk

)
+ 2τk+1

(
A2zk, Azk

)
= 0,78



6.1. ÌÅÒÎÄ ÍÀÈÑÊÎ�ÅÉØÅ�Î ÑÏÓÑÊÀ 79ò.å.
τk+1 =

(Azk, Azk)

(A2zk, Azk)
. (6.4)Êàçàëîñü áû, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå íå ïîçâîëÿåò íàéòè èíòåðåñóþùèéíàñ ïàðàìåòð τk+1, ïîñêîëüêó zk+1 = xk − x íå èçâåñòíà. Íî íàì îíà è íåíóæíà. Íàì íóæíà

Azk = Axk − Ax = Axk − b = −rk.Âåëè÷èíà rk íàçûâàåòñÿ íåâÿçêîé. Òåì ñàìûì,
τk+1 =

(rk, rk)

(Ark, rk)
, rk = b− Axk. (6.5)Ìåòîä (6.2), (6.5) íàçûâåòñÿ ìåòîäîì ñêîðåéøåãî ñïóñêà.Äàäèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ýòîãî ìåòîäà, êîòîðàÿ è îáúÿñ-íèò åãî íàçâàíèå. Ïóñòü

J(x) =
1

2
(Ax, x)− (b, x) (6.6)� êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ n ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn. Ïîñòàâèì çàäà÷óîá îòûñêàíèè òî÷êè ìèíèìóìà ýòîé �óíêöèè. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷èíóæíî íàéòè ïåðâûå ïðîèçâîäíûå (6.6) ïî x1, x2, . . . , xn è ïðèðàâíÿòü èõíóëþ. Ýòî è áóäóò óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà. Ïåðåïè-øåì (6.6) â êîîðäèíàòíîì âèäå

J(x) =
1

2

n∑

k,j=1

akjxkxj −
n∑

k=1

bkxkè ïðîäè��åðåíöèðóåì ïî xi

∂J(x)

∂xi
=

1

2

n∑

j=1

aijxj +
1

2

n∑

k=1

akixk − bi =

n∑

j=1

aijxj − bi, i = 1, . . . , n.Çàìå÷àíèå 6.1. grad J = Ax− b.Èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî �óíêöèÿ íàèáîëåå áûñòðîóáûâàåò â íàïðàâëåíèè àíòè-ãðàäèåíòà.Èòàê, çàäà÷à îòûñêàíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà �óíêöèè (6.6) ýêâèâàëåíòíàðåøåíèþ ñèñòåìû (6.1) ñ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé. Åñëè ìû íàéäåì ñïîñîá



80 6. ÌÅÒÎÄ ÍÀÈÑÊÎ�ÅÉØÅ�Î ÑÏÓÑÊÀïðèáëèæåííîãî íàõîæäåíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà �óíêöèè (6.6), òî ìû áóäåìèìåòü ìåòîä ïðèáëèæåííîãî íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6.1).Ïîñòðîèì ìåòîä ìèíèìèçàöèè (6.6). Ïðèìåíèòåëüíî ê (6.6)
∇J(x) = Ax− b,è ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè ïðèíèìàåò âèä

xk+1 = xk − α∇J(xk) = xk − α(Axk − b) = xk + αrk (6.7)èëè
xk+1 − xk

α
+Axk = b,÷òî ñîâïàäàåò ñ (6.2) ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèÿ èòåðàöèîííîãî ïàðà-ìåòðà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ α ðàññìîòðèì

J(xk+1) = J(xk − α∇J(xk)) (6.8)êàê �óíêöèþ α è íàéäåì òàêîå çíà÷åíèå α, ïðè êîòîðîì J ïðèíèìàåòíàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Â íàøåì ñëó÷àå
J(xk − α∇J(xk)) =

1

2

(
A(xk − α(Axk − b)), xk − α(Axk − b)

)
−

− (b, xk − α(Axk − b)) =
1

2

(
A(xk + αrk), xk + αrk

)
− (b, xk + αrk).Äè��åðåíöèðóÿ ïî α è ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíóþ íóëþ, íàõîäèì, ÷òî

(
A(xk + αrk), rk

)
− (b, rk) = 0,îòêóäà

α = αk+1 =
(rk, rk)

(Ark, rk)
,÷òî ñîâïàäàåò ñ ðàíåå ïîëó÷åííûì çíà÷åíèåì (6.5) èòåðàöèîííîãî ïàðà-ìåòðà. Òåì ñàìûì, îáà ìåòîäà ñîâïàäàþò, à âòîðîé ìåòîä äàåò èì íàçâà-íèå.Èìååò ìåñòîÒåîðåìà 6.1. Èòåðàöèè ïî ìåòîäó ñêîðåéøåãî ñïóñêà (6.2), (6.5) ñõî-äÿòñÿ íå ìåäëåííåå, ÷åì â îïòèìàëüíîì ìåòîäå ïðîñòûõ èòåðàöèé.Èìåííî

‖xk − x‖A 6

(
1 − κ−1

1 + κ−1

)k

‖x0 − x‖A,ãäå κ � ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû A.



6.2. ÍÅÓËÓ×ØÀÅÌÎÑÒÜ ÎÖÅÍÊÈ 81Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (6.3)
‖zk+1‖A = ‖(I − τk+1A)zk‖A,ïðè÷åì ïðàâàÿ ÷àñòü ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå èìåííî ïðè τk+1èç (6.5). Òåì ñàìûì, ïðè ëþáîì äðóãîì çíà÷åíèè τk+1 ïðàâàÿ ÷àñòü áóäåòòîëüêî áîëüøå, è, ñëåäîâàòåëüíî,
‖zk+1‖2

A 6 ‖(I − τA)zk‖2
Aäëÿ ëþáîãî τ è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ

τ =
2

λ1 + λn� èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé.Íî
‖(I − τA)zk‖2

A =
(
(I − τA)zk, (I − τA)Azk

)
=

=
(
(I − τA)A1/2zk, (I − τA)A1/2zk

)
=

= ‖(I − τA)A1/2zk‖2
6 ‖I − τA‖ ‖zk‖2

A,à â ñèëó (8.22), (8.27), (8.28), ïðè k = 1

‖I − τA‖ 6 max
λ∈[λ1,λn]

|1 − τλ| = q1 = ρ0 =
1 − κ−1

1 + κ−1
.Ñîáèðàÿ îöåíêè äëÿ âñåõ k, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.Èç òåîðåìû 6.1 ñëåäóåò, ÷òî íåñòàöèîíàðíûé ìåòîä (6.2), (6.5) ñðàâíèìïî ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñ ìåòîäîì ïðîñòûõ èòåðàöèé, è, êàçàëîñü áû,ìû ñ ýòèì ìåòîäîì íå ïðîäâèíóëèñü âïåðåä. Îäíàêî, ó ýòèõ ìåòîäîâèìååòñÿ ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ïðîñòûõ èòå-ðàöèé òðåáóåòñÿ èí�îðìàöèÿ î ãðàíèöàõ ñïåêòðà ìàòðèöû A. Â ñëó÷àåæå ìåòîäà (6.2), (6.5) òàêàÿ èí�îðìàöèÿ íå òðåáóåòñÿ.6.2 Íåóëó÷øàåìîñòü îöåíêèÏîêàæåì íà ïðèìåðå, ÷òî ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ñõîäèìîñòè äîñòèãàåòñÿ,åñëè íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå çàäàíî ñïåöèàëüíûì îáðàçîì. Äîïóñòèì,÷òî x0 òàêîâî, ÷òî

x0 − x = z0 = c

(√
λn

λ1
ξ1 +

√
λ1

λn
ξn

)
,



82 6. ÌÅÒÎÄ ÍÀÈÑÊÎ�ÅÉØÅ�Î ÑÏÓÑÊÀãäå λ1 è λn ñóòü ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿìàòðèöû A èç (6.1), à ξ1 è ξn � îòâå÷àþùèå èì îðòîíîðìèðîâàííûåñîáñòâåííûå âåêòîðû. Òîãäà
Az0 = c

√
λ1λn(ξ1 + ξn),

A2z0 = c
√
λ1λn(λ1ξ1 + λnξn),

(Az0, Az0) = c2 λ1λn2,

(A2z0, Az0) = c2 λ1λn(λ1 + λn).Â ñèëó (6.4)
τ1 =

(Az0, Az0)

(A2z0, A2z0)
=

2

λ1 + λn
,à â ñèëó (6.3)

z1 = c

√
λn

λ1
ξ1 + c

√
λ1

λn
ξn −

2

λ1 + λn
c
√
λ1λn(ξ1 + ξn) =

= c

[√
λn

λ1
ξ1

(
1 − 2λ1

λ1 + λn

)
+

√
λ1

λn
ξn

(
1 − 2λn

λ1 + λn

)]
=

= c
λn − λ1

λn + λ1

[√
λn

λ1
ξ1 −

√
λ1

λn
ξn

]
=

= c ρ

[√
λn

λ1
ξ1 −

√
λ1

λn
ξn

]
.Ïîñêîëüêó

‖z0‖2
A = (Az0, z0) = c2

√
λ1λn

(√
λn

λ1
+

√
λ1

λn

)
= c2 (λ1 + λn),à

Az1 = c ρ
(√

λ1λnξ1 −
√
λ1λnξn

)
,

‖z1‖2
A = c2 ρ2(λn + λ1) = ρ2‖z0‖2

A,òî
‖z1‖A = ρ‖z0‖.Äåëàÿ ñëåäóþùóþ èòåðàöèþ, íàéäåì, ÷òî
z2 = ρ2z0è ò.ä. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

‖zk‖A = ρk‖z0‖A,



6.2. ÍÅÓËÓ×ØÀÅÌÎÑÒÜ ÎÖÅÍÊÈ 83ò.å. ïîëó÷åííàÿ îöåíêà òî÷íàÿ.Ñëåäóåò, îäíàêî, çàìåòèòü, ÷òî òàêèå ïëîõèå íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿâ ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ïðàêòè÷åñêè íå âñòðå÷àþòñÿ, è èòåðàöèè, îñîáåííîíà íà÷àëüíîì ýòàïå, ñõîäÿòñÿ ìíîãî áûñòðåå. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ÷èñëàèòåðàöèé ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè óìåíüøàåòñÿ è âûõîäèò íà òó, êîòîðàÿãàðàíòèðóåòñÿ îöåíêîé. Èìåÿ õîðîøåå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, ìîæíîïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ïðè ñóùåñòâåííîìåíüøèõ òðóäîçàòðàòàõ.



7Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ
Ïîñòðîèì äðóãîé ìåòîä ìèíèìèçàöèè �óíêöèè

J(x) =
1

2
(Ax, x)− (b, x), (7.1)òî÷êà ìèíèìóìà êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ñèñòåìû

Ax = b, A = AT > 0. (7.2)7.1 Ïîñòðîåíèå ìåòîäàÂ ìåòîäå ñêîðåéøåãî ñïóñêà íà êàæäîì øàãå ïðîèñõîäèëà îäíîìåðíàÿìèíèìèçàöèÿ âäîëü íàïðàâëåíèÿ, çàäàâàåìîãî àíòèãðàäèåíòîì, êîòîðûéñîâïàäàåò ñ íåâÿçêîé rk = b−Axk. �àññìîòðèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíóþìèíèìèçàöèþ J(x) âäîëü ñîâîêóïíîñòè íàïðàâëåíèé {p1, p2, . . .}, êîòîðûåíå îáÿçàíû ñîâïàäàòü ñ íàïðàâëåíèÿìè íåâÿçîê {r0, r1, . . . }.Ïóñòü íàïðàâëåíèÿ p1, p2, . . . çàäàíû, è
xk+1 = xk + αk+1p

k+1, k = 0, 1, . . . . (7.3)Ïîñêîëüêó
J(x+ y) =

1

2
((x+ y), A(x+ y)) − (b, x+ y) =

=
1

2
‖x‖2

A +
1

2
‖y‖2

A + (Ax, y)− (b, x)− (b, y) =

= J(x) + (Ax− b, y) +
1

2
‖y‖2

A,

(7.4)òî
J(xk+1) = J(xk + αpk+1) = J(xk) − α(rk, pk+1) +

α2

2
(Apk+1, pk+1), (7.5)84



7.1. ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ 85à, äè��åðåíöèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî α è ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíóþ íóëþ,íàõîäèì èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð (ñð. ñ (6.5))
αk+1 =

(rk, pk+1)

(pk+1, Apk+1)
. (7.6)Ïîäñòàâëÿÿ (7.6) â (7.5), íàéäåì, ÷òî

J(xk+1) = J(xk) − (rk, pk+1)

(pk+1, Apk+1)
(rk, pk+1) +

1

2

(rk, pk+1)2

(pk+1, Apk+1)2
(Apk+1, pk+1) =

= J(xk) − 1

2

(rk, pk+1)2

(pk+1, Apk+1)
, (7.7)ò.å. íà (k + 1) èòåðàöèè äåéñòâèòåëüíî áóäåò ïðîèñõîäèòü óìåíüøåíèå�óíêöèè J(x), åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

(rk, pk+1) 6= 0. (7.8)Çàìå÷àíèå 7.1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
x0 = 0. (7.9)Åñëè áû íàì áûëî èçâåñòíî õîðîøåå ïðèáëèæåíèå x̃, òî, äåëàÿ çàìåíó

x = x̃+ z, ìû áû íàøëè, ÷òî Az+Ax̃ = b è Az = b−Ax̃. Òåì ñàìûì, äëÿ
z íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì áûëî áû z0 = 0.Èç (7.3) ñëåäóåò, ÷òî ïðè íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè (7.9) âåêòîðû xkÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè âåêòîðîâ p1, p2, . . . , pk, ò.å.

xk ∈ span{p1, p2, . . . , pk}. (7.10)Ïðè âûáîðå íàïðàâëåíèé pi íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ãà-ðàíòèðîâàòü ñõîäèìîñòü è äîáèòüñÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè á�îëüøåé, ÷åìó ìåòîäà ñêîðåéøåãî ñïóñêà. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî íàèëó÷øèì ñïîñîáîìâûáîðà pi áûë áû òàêîé, ïðè êîòîðîì xk+1 ìèíèìèçèðîâàë áû �óíêöèþ
J(x) íå òîëüêî ïî íàïðàâëåíèþ pk+1, íî è ïî âñåìó ïîäïðîñòðàíñòâóspan{p1, p2, . . . , pk+1} ⊂ Rn, ò.å.

J(xk+1) = min
x∈span{p1,p2,...,pk+1}

J(x). (7.11)Åñëè áû òàêîé âûáîð pi óäàëîñü îñóùåñòâèòü, òî ýòî íå òîëüêî ãàðàíòèðî-âàëî áû ñõîäèìîñòü, íî ïðèâåëî áû ê êîíå÷íîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà,



86 7. ÌÅÒÎÄ ÑÎÏ�ßÆÅÍÍÛÕ ��ÀÄÈÅÍÒÎÂèáî ïðè k + 1 = n è ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ pi çàäà÷à (7.11) ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé èñõîäíóþ çàäà÷ó ãëîáàëüíîé ìèíèìèçàöèè, è, ñëåäîâàòåëüíî,
Axn = b.Ïîïûòàåìñÿ ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó. Ïóñòü

Pk =
[
p1p2 . . . pk

]åñòü (n×k)-ìàòðèöà, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ èñêîìûå íàïðàâëåíèÿ.Ïóñòü x = Pky + αpk+1 ∈ imPk+1,1 y ∈ Rk, α ∈ R. Òîãäà (ñì. (7.5))
J(x) = J(Pky) + α(APky, p

k+1) − α(b, pk+1) +
α2

2
(Apk+1, pk+1). (7.12)Åñëè áû â (7.12) îòñóòñòâîâàë "ïåðåêðåñòíûé"÷ëåí

α(Pky, Ap
k+1),òî çàäà÷à ìèíèìèçàöèè J(x) íà span {p1, p2, . . . , pk+1} = imPk+1, ò.å. çàäà-÷à (7.11), ðàñïàëàñü áû íà ìèíèìèçàöèþ ïî imPk, ãäå ðåøåíèå xk ïðåäïî-ëàãàåòñÿ èçâåñòíûì, è ïðîñòóþ ìèíèìèçàöèþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîéâåëè÷èíû α.Â ñàìîì äåëå, ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(pi, Apj) = 0, i 6= j. (7.13)(Âåêòîðû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (7.13), íàçûâàþòñÿA-ñîïðÿæåííûìèèëè
A-îðòîãîíàëüíûìè.) Îïðåäåëèì âåêòîð xk ∈ imPk è αk+1 ∈ R ñëåäóþùèìîáðàçîì

J(xk) = min
y

J(Pky), αk+1 =
(b, pk+1)

(pk+1, Apk+1)
. (7.14)Òîãäà (ñì. (7.12))

min
y,α

J(Pky + αpk+1) = min
y

J(Pky) + min
α

{
α2

2
(Apk+1, pk+1) − α(b, pk+1)

}íàõîäèòñÿ ïðè Pky = xk è α = αk+1 èç (7.14). Íà ñàìîì äåëå αk+1 èç (7.14)ñîâïàäàåò ñ (7.6), èáî â ñèëó (7.10) è (7.13)
(Apk+1, xk) = 01Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ x, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå x = By, íàçûâàåòñÿ îáðàçîììàòðèöû B è îáîçíà÷àåòñÿ imB.



7.1. ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ 87è, ñëåäîâàòåëüíî,
(pk+1, b) = (pk+1, b−Axk + Axk) = (pk+1, rk), (7.15)÷òî âìåñòå ñ (7.14) ïðèâîäèò ê (7.6).Èòàê, äëÿ ðåàëèçàöèè çàäóìàííîãî ìåòîäà íóæíî ïîñëåäîâàòåëüíî íà-õîäèòü A-ñîïðÿæåííûå âåêòîðû p1, p2, . . . , pk+1, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíîóñëîâèå (7.8), è ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ïî �îðìóëå (7.3) ñ ïàðàìåòðîì

αk+1 èç (7.6).Îáðàòèìñÿ ê íàèáîëåå öåëåñîîáðàçíîìó âûáîðó âåêòîðîâ pk+1. Ïðèâûáîðå pk+1 íàøà öåëü ñîñòîèò â áûñòðåéøåé ìèíèìèçàöèè �óíêöèè J(x),è â ñèëó (7.7) ìû äîëæíû ìàêñèìèçèðîâàòü
(rk, pk+1)2

(pk+1, Apk+1)
. (7.16)Çàìå÷àíèå 7.2. Ýòà âåëè÷èíà íå çàâèñèò îò äëèíû âåêòîðà pk+1, à çàâè-ñèò òîëüêî îò åãî íàïðàâëåíèÿ. Ïîýòîìó ïðè îòûñêàíèè pk+1 äîñòàòî÷íîîãðàíè÷èòüñÿ íàõîæäåíèåì åãî íàïðàâëåíèÿ.Ïîñêîëüêó pk+1 äîëæåí åùå óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì A-ñîïðÿæåííîñòè(7.13), ò.å. áûòü îðòîãîíàëüíûì ê {Ap1, Ap2, . . . , Apk} = imAPk, òî èñ-êîìûé âåêòîð pk+1 äîëæåí ïðèíàäëåæàòü îðòîãîíàëüíîìó äîïîëíåíèþïîäïðîñòðàíñòâà imAPk � ïîäïðîñòðàíñòâó (imAPk)

⊥

pk+1 ∈ (imAPk)
⊥.Ïóñòü rk = rk

‖ + rk
⊥, ãäå rk

‖ ∈ im (APk), à rk
⊥ ∈ (im (APk))

⊥. Òîãäà
(rk, pk+1) = (rk

‖ + rk
⊥, p

k+1) = (rk
⊥, p

k+1) = ‖rk
⊥‖ ‖pk+1‖ cos(rk

⊥, p
k+1),è èñêîìûé ìàêñèìóì âûðàæåíèÿ (7.16) áóäåò äîñòèãàòüñÿ ïðè äîñòèæå-íèè ìàêñèìóìà ïîñëåäíèì ñîìíîæèòåëåì, ò.å. ïðè | cos(rk

⊥, p
k+1)| = 1. Ýòîáóäåò òàê, åñëè, íàïðèìåð,

pk+1 = rk
⊥ ∈ (im (APk))

⊥ (7.17)� îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè rk íà (im (APk))
⊥. Îòìåòèì, ÷òî îòñþäà ñëå-äóåò ñîîòíîøåíèå

p1 = r0. (7.18)Ïîñòðîåíèå ïðîöåññà ìèíèìèçàöèè J(x) â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè áóäåòçàêîí÷åíî, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî èìååò ìåñòî



88 7. ÌÅÒÎÄ ÑÎÏ�ßÆÅÍÍÛÕ ��ÀÄÈÅÍÒÎÂÒåîðåìà 7.1. Äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàïðàâëåíèÿ ñïóñêà â ìåòîäå ñî-ïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
pk+1 = rk + βk+1p

k. (7.19)Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìû îòëîæèì íà ïîòîì, à ñåé÷àñ çàìåòèì,÷òî ïîñêîëüêó âåêòîðû pk è pk+1 äîëæíû áûòü A-ñîïðÿæåíû, òî äëÿïàðàìåòðà βk+1 èç (7.19) èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå
βk+1 = −(rk, Apk)

(pk, Apk)
. (7.20)Èòàê, ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñîñòîèò â âû÷èñëåíèÿõ ïî ñëå-äóþùèì �îðìóëàì

rk = b− Axk, k = 0, 1, . . . ,

pk+1 = rk + βk+1p
k, k = 1, 2, . . . , p1 = r0,

xk+1 = xk + αk+1p
k+1, k = 0, 1, . . . , x0 = 0,

αk+1 = (rk, pk+1)/(pk+1, Apk+1), k = 0, 1, . . . ,

βk+1 = −(Apk, rk)/(Apk, pk), k = 1, 2, . . . ,

(7.21)
7.2 Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòèÄàäèì îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ. Èìå-åò ìåñòîÒåîðåìà 7.2. Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (7.21)ñõîäèòñÿ íå õó-æå, ÷åì ÷åáûøåâñêèé èòåðàöèîííûé ìåòîä, ò.å.

‖xk − x‖A 6 2

(
1 − κ−1/2

1 + κ−1/2

)k

‖x‖A,ãäå κ � ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû A.Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ J(xk) âåäåò ê ìèíèìè-çàöèè
‖xk − x‖A. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü

zk = xk − x.



7.2. ÎÖÅÍÊÀ ÑÊÎ�ÎÑÒÈ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ 89Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ xk = x + zk â J(xk) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (7.4),áóäåì èìåòü
J(xk) =

1

2
‖zk‖2

A + J(x). (7.22)Óñòàíîâèì òåïåðü ñâÿçü ìåæäó zk íà ïîñëåäîâàòåëüíûõ èòåðàöèÿõ. Èçòðåòüåãî ñîîòíîøåíèÿ (7.21) íàõîäèì, ÷òî
pk+1 = (xk+1 − xk)/αk+1.Ïîäñòàâèì ýòî ïðåäñòàâëåíèå pk+1 âî âòîðîå ñîîòíîøåíèå (7.21)

xk+1 − xk

αk+1
− βk+1

xk − xk−1

αk
= b−Axk.Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî

zk+1 − zk

αk+1
− βk+1

zk − zk−1

αk
+Azk = 0.Äàëåå

z1 = z0 + α1p
1 = z0 + α1r

0 = z0 + α1b = z0 + α1Ax = z0 − α1Az
0.Òåì ñàìûì (íå ïóòàòü Pk è Pk(A)),

zk = Pk(A)z0, Pk(0) = 1è
‖zk‖A = ‖Pk(A)z0‖A.Íî ïî ïîñòðîåíèþ xk è ñ ó÷åòîì (7.22)

‖zk‖A = min
Qk

‖Qk(A)z0‖A, Qk(0) = 1è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî Qk(A)

‖zk‖A 6 ‖Qk(A)z0‖A = ‖Qk(A)A1/2z0‖2 6 ‖Qk(A)‖ ‖z0‖A 6

6 max
λ16t6λn

|Qk(t)|‖z0‖A = max
y∈[−1,1]

∣∣∣∣Qk

(
λn + λ1

2
− λn − λ1

2
y

)∣∣∣∣‖z
0‖A =

= max
y∈[−1,1]

∣∣ Q̂k(y)
∣∣ ‖z0‖A.Åñëè ïîëîæèòü Q̂k(y) = qkTk(y) (ñì. ãë. 11), òî

‖zk‖A 6 qk‖z0‖A =
2ρk

1

1 + 2ρ2k
1

‖z0‖A 6 2

(
1 − κ−1/2

1 + κ−1/2

)k

‖z0‖A.Òåîðåìà äîêàçàíà.



90 7. ÌÅÒÎÄ ÑÎÏ�ßÆÅÍÍÛÕ ��ÀÄÈÅÍÒÎÂ7.3 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ×òîáû îïèñàíèå ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (7.21) áûëî êîððåêò-íûì, íóæíî äîêàçàòü òåîðåìó 7.1 (î ñâÿçè ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëü-íûìè íàïðàâëåíèÿìè ñïóñêà). Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ðÿä âñïîìîãà-òåëüíûõ óòâåðæäåíèé.Ëåììà 7.1. Ïóñòü p1, p2, . . . , pk ñóòü íåíóëåâûå A-ñîïðÿæåííûå âåê-òîðû. Òîãäà, ëèáî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé A-ñîïðÿæåííûé ê íèì âåêòîð
pk+1, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (7.8), ëèáî rk = 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íå ñóùåñòâóåò òàêîãî âåêòîðà pk+1, A-ñîïðÿ-æåííîãî ñ p1, p2, . . . , pk, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå (7.8), ò.å. äëÿëþáîãî âåêòîðà p ⊥ imAPk (èëè Ap ⊥ imPk, èëè Ap ∈ (imPk)

⊥) ñïðà-âåäëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ
0 = ( rk, p ) = (b−Axk, p) = (b, p) = (Ap, x).Òåì ñàìûì, ðåøåíèå x ∈ imPk. Íî xk ìèíèìèçèðóåò J(x) íà imPk è,ñëåäîâàòåëüíî, xk = x, ò.å. rk = 0.Îòñþäà æå âûòåêàåò, ÷òî, åñëè rk 6= 0, òî ñóùåñòâóåò pk+1 èç (7.19),äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå (7.8). Ëåììà äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 7.3. Ëåììà 7.1 óòâåðæäàåò, ÷òî ëèáî ìû íà k-îé èòåðàöèèçàêîí÷èëè âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷èâ òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (7.2), ëèáî èìååìâîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ïðîäîëæèòü.Òåîðåìà 7.3. Ïîñëå k èòåðàöèé ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ïðèêàæäîì j = 1, 2, . . . , kspan {p1, p2, . . . , pj} = span {r0, r1, . . . , rj−1} =

= Kj(A, b) := span {b, Ab, . . . , Aj−1b}. (7.23)Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóê-öèè. Ïðè j = 1 ñîîòíîøåíèÿ (7.23) èìåþò ìåñòî, èáî â ñèëó âûáîðà(7.9) íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ r0 = b, à èç (7.18) p1 = r0. Ïðåäïîëîæèì,÷òî (7.23) ñïðàâåäëèâû ïðè íåêîòîðîì j, óäîâëåòâîðÿþùåì íåðàâåíñòâó
1 6 j < k. Äîêàæåì èõ ñïðàâåäëèâîñòü ïðè j + 1.Â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà ïîêàæåì, ÷òîspan {p1, p2, . . . , pj+1} ⊂ span {r0, r1, . . . , rj}. (7.24)



7.3. ÂÑÏÎÌÎ�ÀÒÅËÜÍÛÅ ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈß 91Â ñèëó (7.17)
pj+1 = rj

⊥ = rj − rj
q , rj

q ∈ im [APj]è, ñëåäîâàòåëüíî,
pj+1 = rj −APjyj, yj ∈ Rj . (7.25)Èç òðåòüåãî ñîîòíîøåíèÿ (7.21) âûòåêàåò, ÷òî

Axj = Axj−1 + αjAp
j.Âû÷èòàÿ èç îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà ïî b, áóäåì èìåòü

rj = rj−1 − αjAp
j (7.26)è, ñëåäîâàòåëüíî,

Apj = −(rj − rj−1)/αj.Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå â (7.25), íàõîäèì, ÷òî
pj+1 = rj +

[
r1 − r0

α1

r2 − r1

α2
. . .

rj − rj−1

αj

]
yj = rj + Rj+1ỹj ∈ imRj+1,ãäå Rj+1 =

[
r0r1 . . . rj

], à ỹj ∈ Rj+1. Îòñþäà è èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóê-öèè ñëåäóåò âêëþ÷åíèå (7.24).Òåïåðü óñòàíîâèì âêëþ÷åíèåspan {r0, r1, . . . , rj} ⊂ Kj+1(A, b). (7.27)Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè âåêòîðû pj ∈ Kj(A, b). Ïîýòîìó
Apj ∈ Kj+1(A, b).Ïðèìåì âî âíèìàíèå ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè rj−1 ∈ Kj(A, b).Òîãäà èç(7.26) íàéäåì, ÷òî
rj ∈ Kj+1(A, b).Âíîâü ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, áóäåì èìåòü æå-ëàåìîå âêëþ÷åíèå (7.27).Èòàê, âìåñòî ðàâåíñòâà (7.23) ìû ïîêà èìååì òîëüêî âêëþ÷åíèÿ (7.24),(7.27) ïðîñòðàíñòâ, ðàçìåðíîñòü êàæäîãî èç êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò j+1.Ïîñêîëüêó âåêòîðû p1, p2, . . . , pj+1 íåíóëåâûå è A-ñîïðÿæåííûå, òîdim span {p1, p2, . . . , pj+1} = j + 1.Îòñþäà è èç âêëþ÷åíèé (7.24), (7.27) ñëåäóåò èñêîìîå ðàâåíñòâî (7.23).



92 7. ÌÅÒÎÄ ÑÎÏ�ßÆÅÍÍÛÕ ��ÀÄÈÅÍÒÎÂÎïðåäåëåíèå 7.1. Ïîäïðîñòðàíñòâà Kj(A, b) íàçûâàþòñÿ ïîäïðîñòðàí-ñòâàìè Êðûëîâà.Ëåììà 7.2. Ïîñëå k èòåðàöèé ïî ìåòîäó ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâíåâÿçêà rj îðòîãîíàëüíà âñåì âåêòîðàì ñïóñêà p1, . . . , pj, ò.å.
P T

j r
j = 0, j = 1, . . . , k, (7.28)Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (7.10) ñóùåñòâóåò âåêòîð yj ∈ Rj òàêîé, ÷òî

xj = Pjyj. Ïîýòîìó
J(xj) = J(Pjyj) =

1

2
(APjyj, Pjyj)n − (b, Pjyj)n =

=
1

2
[Pjyj]

T [APjyj] − [Pjyj]
T b =

1

2
yT

j P
T
j APjyj − yT

j P
T
j b =

=
1

2
([P T

j APj]yj, yj)j − (P T
j b, yj)j,ò.å. yj åñòü ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ñ ìàòðèöåé P T

j APj è âåêòîðîì
P T

j b, è, ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð yj ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé ñèñòåìû
[P T

j APj ]yj = P T
j b.Îòñþäà

P T
j r

j = P T
j (b−Axj) = P T

j (b− APjyj) = 0.Ëåììà äîêàçàíà.Òåîðåìà 7.4. Ïîñëå k øàãîâ ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ íåâÿçêè
r0, r1, . . . , rk âçàèìíî îðòîãîíàëüíû.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 7.3

pj ∈ span {r0, r1, . . . , rj−1}.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî p1 âûðàæàåòñÿ òîëüêî ÷åðåç r0, p2 � òîëüêî ÷åðåç r0 è
r1 è ò.ä., ò.å.

Pj = [p1p2 . . . pj] = [r0r1 . . . rj−1]Uj =: RjUj, (7.29)ãäå Uj � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ (j × j)-ìàòðèöà.Ïîñêîëüêó âåêòîðû p1, p2, . . . , pj A-îðòîãîíàëüíû, à â ñèëó ëåììû 7.1è íåíóëåâûå, òî îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 7.3 è



7.3. ÂÑÏÎÌÎ�ÀÒÅËÜÍÛÅ ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈß 93âåêòîðû r0, r1, . . . , rj−1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîýòîìó Uj � íåâûðîæäåí-íàÿ ìàòðèöà. Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèå (7.29) ìàòðèöû Pj â (7.28), áóäåìèìåòü
0 = UT

j R
T
j r

j = UT
j

[
(r0, rj) (r1, rj) . . . (rj−1, rj)

]T
.�àññìàòðèâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâ-íåíèé îòíîñèòåëüíî (ri, rj) ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé, ïðèõîäèì ê çà-êëþ÷åíèþ, ÷òî (ri, rj) = 0 ïðè i 6= j. Òåîðåìà äîêàçàíà.Ìû òåïåðü èìååì âñå íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü òåîðåìó7.1, ò.å.

pk+1 = rk + βk+1p
k. (7.30)Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.1. Â ñèëó (7.17)

pk+1 = rk
⊥ = rk − rk

q , rk
q ∈ imAPk,ò.å.

pk+1 = rk −
k∑

j=1

ck+1,jAp
j.Ïîñêîëüêó â ñèëó òåîðåìû 7.3 âåêòîð pj ∈ Kj(A, b), òî

Apj ∈ Kj+1(A, b), (7.31)à, ñíîâà èñïîëüçóÿ òåîðåìó 7.3 íàõîäèì, ÷òî Apj ∈ span {p1, p2, . . . , pj+1}è, ñëåäîâàòåëüíî,
pk+1 = rk −

k+1∑

j=1

dk+1,jp
jèëè

(1 + dk+1,k+1)p
k+1 = rk −

k∑

j=1

dk+1,jp
j. (7.32)Êîý��èöèåíò (1 + dk+1,k+1) ïðè pk+1 íóëþ íå ðàâåí, èáî â ïðîòèâíîìñëó÷àå

rk =
k∑

j=1

dk+1,jp
j = Pk[dk+1,1dk+1,2 . . . dk+1,k]

T = Pkdkè ñ ó÷åòîì ëåììû 7.2
‖rk‖2 = rkT

rk = rkT
Pkdk = (rkT

Pkdk)
T = dk

T (P T
k r

k) = 0,ò.å. rk = 0, ÷òî â ñèëó ëåììû 7.1 âîçìîæíî ëèøü ïî çàâåðøåíèè èòåðàöèé.



94 7. ÌÅÒÎÄ ÑÎÏ�ßÆÅÍÍÛÕ ��ÀÄÈÅÍÒÎÂÒàê êàê âåêòîð pk+1 èç (7.32) äîëæåí áûòü A-îðòîãîíàëåí âåêòîðàì
pm, m = 1, 2 . . . , k, òî

(rk, Apm) =
k∑

j=0

dk+1,j(p
j, Apm) = dk+1,m(pm, Apm), m = 1, . . . , k,è, ñëåäîâàòåëüíî

dk+1,m =
(rk, Apm)

(Apm, pm)
, m = 1, 2, . . . , k. (7.33)Ñíîâà îáðàùàÿñü ê (7.31) è òåîðåìå 7.3, íàõîäèì, ÷òî

Apm ∈ span {r0, r1, . . . , rm},ò.å. Apm = Rm+1lm+1, à ïî òåîðåìå 7.4
(rk, Apm) =

m∑

i=0

lm+1,i(r
k, ri) = 0, m = 1, 2, . . . , k − 1.Ñëåäîâàòåëüíî,

dk+1,j = 0, j = 1, 2, . . . , k − 1,à (7.32) ïðèíèìàåò âèä
(1 + dk+1,k+1)p

k+1 = rk − dk+1,kp
k,ãäå dk+1,k îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (7.33) (ñð. ñ (7.20)), ÷òî ñ òî÷íîñòüþäî äëèíû âåêòîðà pk+1 (ñì. Çàìå÷àíèå 7.2) ñîâïàäàåò ñ (7.19). Òåîðåìàäîêàçàíà.7.4 Îêîí÷àòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿÏðåîáðàçóåì ñîîòíîøåíèÿ (7.21) ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ. Â ýòèõñîîòíîøåíèÿõ íàèáîëåå òðóäîåìêèìè ÿâëÿþòñÿ äâå îïåðàöèè: âû÷èñëåíèåâåêòîðîâ Axk è Apk. Îäíàêî îïåðàöèþ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà Axk ìîæíîèñêëþ÷èòü. Ïîñêîëüêó ýòîò âåêòîð èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ïðè âû÷èñëåíèèíåâÿçêè rk, òî ìîæíî çàìåíèòü ïåðâóþ èç �îðìóë (7.21) íà (7.26)

rk = rk−1 − αkAp
k, k = 1, 2, . . . , r0 = b. (7.34)Ïðåîáðàçóåì åùå �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ αk+1 è βk+1. Ïîä-ñòàâëÿÿ âòîðîå èç ñîîòíîøåíèé (7.21) â ÷èñëèòåëü ÷åòâåðòîãî è ïðèíèìàÿâî âíèìàíèå ëåììó 7.2, íàéäåì, ÷òî

αk+1 = (rk, rk)/(pk+1, Apk+1), k = 0, 1, . . . . (7.35)



7.5. ÌÅÒÎÄ ÑÎÏ�ßÆÅÍÍÛÕ��ÀÄÈÅÍÒÎÂÑÏ�ÅÄÎÁÓÑËÀÂËÈÂÀÒÅËÅÌ95Äàëåå, çàìåíÿÿ çäåñü k+ 1 íà k è ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ
(pk, Apk) â ïîñëåäíåå èç ñîîòíîøåíèé (7.21), áóäåì èìåòü

βk+1 = −αk
(Apk, rk)

(rk−1, rk−1)
.Òåïåðü ïîäñòàâèì ñþäà âìåñòî Apk åãî âûðàæåíèå èç (7.34). Ïðèíèìàÿâî âíèìàíèå òåîðåìó 7.4 îá îðòîãîíàëüíîñòè íåâÿçîê, íàéäåì, ÷òî

βk+1 =
(rk, rk)

(rk−1, rk−1)
, k = 1, 2, . . . . (7.36)Ñ ó÷åòîì (7.34)-(7.36) �îðìóëû ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (7.21)ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó

rk = rk−1 − αkAp
k, k = 1, 2, . . . , r0 = b−Ax0,

βk+1 = ‖rk‖2/‖rk−1‖2, k = 1, 2, . . . ,

pk+1 = rk + βk+1p
k, k = 1, 2, . . . , p1 = r0,

αk+1 = ‖rk‖2/(pk+1, Apk+1), k = 0, 1, . . . ,

xk+1 = xk + αk+1p
k+1, k = 0, 1, . . . , x0.

(7.37)
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ïðîâîäèòü â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå

r0 = b−Ax0, p1 = r0, Ap1, α1, x1,

r1, β2, p2, Ap2, α2, x2 . . . .7.5 Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñ ïðåäîáóñëàâ-ëèâàòåëåìÂíîâü îáðàòèìñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (7.2), íî òåïåðü äëÿ óëó÷øåíèÿîáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû ñèñòåìû äîìíîæåíèåì åå íàB−1, ãäåB = BT >
0. Ïîñëå ýòîãî ñèñòåìà (7.2) ïðèìåò âèä

B−1Ax = B−1b.Ïîñêîëüêó ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷-íîé, ïðèìåíÿòü íåïîñðåäñòâåííî ê íåé ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâíåëüçÿ. Íóæíî åå ñíà÷àëà ïðåîáðàçîâàòü. Ïóñòü B = B1/2B1/2, ãäå B1/2� ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà � êâàäðàòíûé êî-ðåíü èç B. Òîãäà
B−1/2B−1/2AB−1/2B1/2x = B−1/2B−1/2b.
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B1/2x = y, B−1/2b = f, B−1/2AB−1/2 = C = CT > 0. (7.38)Òîãäà äëÿ îòûñêàíèÿ íåèçâåñòíîãî âåêòîðà y ïîëó÷èì ñèñòåìó

Cy = f,ê êîòîðîé ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (7.37), ñíàá-äèâ âåêòîðû íåâÿçêè rk è ñïóñêà pk òèëüäàìè:
r̃k = r̃k−1 − αkCp̃

k,

p̃k+1 = r̃k + βk+1p̃
k,

yk+1 = yk + αk+1p̃
k+1,

βk+1 =
(r̃k, r̃k)

(r̃k−1, r̃k−1)
,

αk+1 =
(r̃k, r̃k)

(Cp̃k+1, p̃k+1)
.

(7.39)
Óñòàíîâèì ñâÿçü ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñ (7.37). Ïî îïðåäåëåíèþ è ñ ó÷åòîì(7.38)
r̃k = f −Cyk = B−1/2b−B−1/2AB−1/2B1/2xk = B−1/2(b−Axk) = B−1/2rk.(7.40)Äàëåå, âåêòîðû p̃m ÿâëÿþòñÿ C-ñîïðÿæåííûìè, òàê ÷òî
(
Cp̃k, p̃j

)
=
(
B−1/2AB−1/2p̃k, p̃j

)
=
(
AB−1/2p̃k, B−1/2p̃j

)
= 0, j 6= k,è ïîýòîìó ìîæíî ïîëîæèòü

B−1/2p̃k = pk. (7.41)Èç (7.40) è (7.41)âûòåêàåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå äëÿ r̃k (7.39) ýêâèâàëåíòíîñîîòíîøåíèþ äëÿ rk â (7.37). Ïðèìåíÿÿ ìàòðèöó B−1/2 êî âòîðîìó ñîîò-íîøåíèþ (7.39) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (7.41), íàéäåì, ÷òî
pk+1 = B−1rk + βk+1p

k.Ïîëîæèì
Bzk = rk. (7.42)Òîãäà ñîîòíîøåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ pk+1 ïðèìåò âèä

pk+1 = zk + βk+1p
k.



7.6. ÍÅÏÎËÍÎÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ �ÀÇ�ÅÆÅÍÍÛÕ ÌÀÒ�ÈÖ 97Ñ ó÷åòîì (7.38) è (7.41) íàõîäèì, ÷òî òðåòüè ñîîòíîøåíèÿ â (7.39) è (7.37)ýêâèâàëåíòíû.Îñòàëîñü ïðåîáðàçîâàòü �îðìóëû äëÿ βk è αk, âûðàçèâ ýòè âåëè÷èíû÷åðåç rk, pk è zk. Ñ ó÷åòîì (7.40) è (7.42)
βk+1 =

(B−1/2rk, B−1/2rk)

(B−1/2rk−1, B−1/2rk−1)
=

(B−1rk, rk)

(B−1rk−1, rk−1)
=

(zk, rk)

(zk−1, rk−1)
,à

αk+1 =
(zk, rk)

(Apk+1, pk)
.Â íîâûõ òåðìèíàõ ñîîòíîøåíèÿ (7.39) ïðèíèìàþò âèä

rk = rk−1 − αkp
k,

pk+1 = zk + βkp
k,

xk+1 = xk + αk+1p
k+1,

βk+1 =
(zk, rk)

(zk−1, rk−1)
,

αk+1 =
(zk, rk)

(Apk, pk)
.7.6 Íåïîëíîå ðàçëîæåíèå ðàçðåæåííûõ ìàòðèöÎäíèì èç ñïîñîáîâ çàäàíèÿ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ â ìåòîäå ñîïðÿæåííûõãðàäèåíòîâ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìàòðèöû íåïîëíîãî ðàçëîæåíèÿ Õî-ëåöêîãî. Çäåñü ìû îïèøåì ÷óòü áîëåå îáùèé àëãîðèòì íåïîëíîãî LUðàçëîæåíèÿ (ILU -àëãîðèòì).Îïðåäåëåíèå 7.2. Ïîðòðåòîì ðàçðåæåííîé ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ìíî-æåñòâî ïàð èíäåêñîâ (i, j) òàêèõ, ÷òî aij 6= 0, ò.å.

PA :=
{
(i, j)

∣∣ aij 6= 0
}
.Äëÿ ìàòðèöû A ñòðîèòñÿ ðàçëîæåíèå

A = LU + Ròàêîå, ÷òî
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• PU ⊂ PA, PL ⊂ PA.
• ∀(i, j) ∈ PA : [LU ]ij = [A]ij.
• PA

⋂
PR = ∅.Ïîêàæåì, êàê ýòî ðàçëîæåíèå ìîæíî ïîñòðîèòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîóæå íàéäåíû k−1 ñòðîê ìàòðèö L è U â íåïîëíîì ðàçëîæåíèè è òðåáóåòñÿíàéòè k-å ñòðîêè. Åñëè

A =

[
A1

A2

]
, U =

[
U1

U2

]
, R =

[
R1

R2

]
, à L =

[
L11 0
L21 L22

]
,ãäå ìàòðèöû A1, U1 è R1 èìåþò ïî k ñòðîê è n ñòîëáöîâ, à L11 � êâàä-ðàòíàÿ (k × k) ìàòðèöà, òî èç

[
A1

A2

]
=

[
L11 0

L21 L22

] [
U1

U2

]
+

[
R1

R2

]ñëåäóåò, ÷òî
A1 = L11U1 +R1.Ïåðåïèøåì ýòî ñîîòíîøåíèå â âèäå

[
A11 A12

ā21 ā22

]
=

[
L̃11 0
l̄21 1

] [
U11 U12

0 ū22

]
+

[
R11 R12

r̄21 r̄22

]
,ãäå íàä÷åðêíóòûìè ñòðî÷íûìè áóêâàìè îáîçíà÷åíû ñòðîêè ñîîòâåòñòâó-þùåé äëèíû. Èç ðàâåíñòâà ìàòðèö â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ñëåäóåò, ÷òîèñêîìûå ñòðîêè l̄21 è ū22 äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì

l̄21U11 = ā21 − r̄21,

ū22 = ā22 − l̄21U12 − r̄22.Ñîãëàñíî �îðìóëå (1.19) äëÿ ýëåìåíòîâ íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû Lèç LU -ðàçëîæåíèÿ
lkj =

1

ujj

[
akj − rkj −

j−1∑

i=1

lkiuij

]
.Åñëè akj = 0, òî lkj = 0, è ýòî ñîîòíîøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ rkj. Â ïðîòèâíîìñëó÷àå, ò.å. ïðè akj 6= 0 ýëåìåíò rkj = 0, è ýòà �îðìóëà ðàáîòàåò îáû÷íûìîáðàçîì.
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ukj = akj − rkj −

k−1∑

i=1

lkiuij.Èñêîìûå ýëåìåíòû ñòðîêè ū22 íàõîäÿòñÿ èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðè ïîìî-ùè òåõ æå ðàññóæäåíèé, ÷òî è âûøå.
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8Ñòåïåííîé ìåòîä è îáðàòíûå èòåðàöèè
8.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÏóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ñ äåéñòâèòåëüíûìè èëè êîìïëåêñíûìèêîý��èöèåíòàìè, è òðåáóåòñÿ íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ ýòîé ìàòðèöû. ÍàïîìíèìÎïðåäåëåíèå 8.1. ×èñëî λ íàçûâåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðè-öû A, åñëè îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà

Aξ = λξ (8.1)èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ‖ξ‖ 6= 0. Ýòî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå íà-çûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû A, îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìóçíà÷åíèþ λ.Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî-÷ëåíà
det [A− λI] = 0,ñòåïåíü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì ìàòðèöû è åñòü n. Òåì ñàìûì,ó êàæäîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû ñóùåñòâóåò n ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, äåé-ñòâèòåëüíûõ èëè êîìïëåêñíûõ, ïðîñòûõ èëè êðàòíûõ. Ñ ñîáñòâåííûìèâåêòîðàìè ñèòóàöèÿ ñëîæíåå: èõ ÷èñëî ìîæåò áûòü îò 1 äî n.Îïðåäåëåíèå 8.2. Ìàòðèöû A è B íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè ñó-ùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà S (ìàòðèöà ïîäîáèÿ) òàêàÿ, ÷òî B =

S−1AS. Ìàòðèöû A èB íàçûâàþòñÿ óíèòàðíî (îðòîãîíàëüíî) ïîäîáíûìè,åñëè ìàòðèöà S óíèòàðíàÿ (îðòîãîíàëüíàÿ).101



102 8. ÑÒÅÏÅÍÍÎÉ ÌÅÒÎÄ È ÎÁ�ÀÒÍÛÅ ÈÒÅ�ÀÖÈÈÏîäîáíûå ìàòðèöû èìåþò îäèíàêîâûé íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.Åñëè y � ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû B, ïîäîáíîé A, òî ñîáñòâåííûéâåêòîð ìàòðèöû A èìååò âèä
x = Sy.Òåîðåìà 8.1 (Êàíîíè÷åñêàÿ �îðìà Æîðäàíà). Ëþáàÿ ìàòðèöà A ïðå-îáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ S−1AS ñ ïîäõîäÿùåé ìàòðèöåé ïîäîáèÿ S ìî-æåò áûòü ïðèâåäåíà ê íîðìàëüíîé (Æîðäàíîâîé) �îðìå, ò.å. ê òàêîéäâóõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöå, ó êîòîðîé íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò ñîá-ñòâåííûå çíà÷åíèÿ, à íà íàääèàãîíàëè � ÷èñëà íîëü èëè åäèíèöà




λ1 σ1 0 0 . . . 0 0
0 λ2 σ2 0 . . . 0 0
0 0 λ3 σ3 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . λn−1 σn−1

0 0 0 0 . . . 0 λn



.

Òåîðåìà 8.2 (Êàíîíè÷åñêàÿ �îðìàØóðà). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû
A ∈ Cn×n íàéäåòñÿ óíèòàðíàÿ ìàòðèöà Q è âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàò-ðèöà T òàêèå, ÷òî QHAQ = T . Ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû Aÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû T .Òåîðåìà 8.3 (Âåùåñòâåííàÿ êàíîíè÷åñêàÿ �îðìà Øóðà). Äëÿ ëþáîéìàòðèöû A ∈ Rn×n ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Q ∈ Rn×nòàêàÿ, ÷òî

QTAQ =




R11 R12 . . . R1n

0 R22 . . . R2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . Rnn


 ,ãäå êàæäûé áëîê Rii ÿâëÿåòñÿ ëèáî äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì, ëèáî ìàò-ðèöåé âòîðîãî ïîðÿäêà, èìåþùåé êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ.Îïðåäåëåíèå 8.3. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïðîñòîé ñòðóêòóðû(èëè äèàãîíàëèçóåìîé), åñëè åå æîðäàíîâîé �îðìîé ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëü-íàÿ ìàòðèöà.

• Ìàòðèöà ïðîñòîé ñòðóêòóðû èìååò ðîâíî n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Ïðî òàêóþ ìàòðèöó åùå ãîâîðÿò, ÷òî îíà èìå-åò ïîëíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.
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• Åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ðàçëè÷íû, òî îíà çàâåäî-ìî èìååò ïðîñòóþ ñòðóêòóðó.
• Ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà èìååò ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, è ïîýòîìó ó íååèìååòñÿ n ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Åå ñîáñòâåí-íûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îðòî-ãîíàëüíû â ñìûñëå îáû÷íîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

yTx = (x, y) =

n∑

i=1

xiyi,à ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå êðàòíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷å-íèþ (ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ êðàòíîñòè m îòâå÷àåò m ëèíåéíî-íåçà-âèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ), ìîãóò áûòü îðòîãîíàëèçèðîâàíû.
• Ìàòðèöà AT èìååò òå æå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ÷òî è ìàòðèöà A, àñîáñòâåííûå âåêòîðû ξi è ηj ìàòðèö A è AT , ñîîòâåòñòâåííî, îòâå÷à-þùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû (îáðàçóþòáèîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó). Âåêòîðû ξi èíîãäà íàçûâàþò ïðàâûìèñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû A, à ηj � ëåâûìè, èáî ηT

j A = ληT
j .

• Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèö A è A−1 ñîâïàäàþò, à ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì λi(A
−1) = λ−1

i (A).
• Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèö A è B = A+αI ñîâïàäàþò, à ñîáñòâåí-íûå çíà÷åíèÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè λi(B) = λi(A) + α.
• ×èñëî

r(x) =
xTAx

‖x‖2
2íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì �åëåÿ. Åñëè x = ξi, ãäå ξi � ñîáñòâåííûéâåêòîð ìàòðèöû A, òî îòíîøåíèå �åëåÿ ðàâíî ñîáñòâåííîìó çíà÷å-íèþ, îòâå÷àþùåìó ýòîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó

λi =
ξT
i Aξi
ξT
i ξi

.Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòî-ðîâ íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ïðîáëåìîé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ýòà ïðîáëåìàâ îáùåì ñëó÷àå äîâîëüíî ñëîæíà.



104 8. ÑÒÅÏÅÍÍÎÉ ÌÅÒÎÄ È ÎÁ�ÀÒÍÛÅ ÈÒÅ�ÀÖÈÈÍàðÿäó ñ ïîëíîé ïðîáëåìîé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñóùåñòâóþò ÷àñòè÷-íûå ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, îòûñêàíèå ðåøåíèé êîòîðûõ ìíîãîïðîùå.Ê ïîñëåäíèì îòíîñÿòñÿ:1) Çàäà÷à îòûñêàíèÿ ìàêñèìàëüíîãî èëè ìèíèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ ñîá-ñòâåííîãî çíà÷åíèÿ è, áûòü ìîæåò, îòâå÷àþùåãî åìó ñîáñòâåííîãîâåêòîðà.2) Çàäà÷à îòûñêàíèÿ äâóõ íàèáîëüøèõ ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-íèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.3) Çàäà÷à îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, íàèáîëåå áëèçêîãî ê çà-äàííîìó ÷èñëó.Ýòèìè çàäà÷àìè ìû ñíà÷àëà è çàéìåìñÿ.8.2 Ñòåïåííîé ìåòîäÑòåïåííîé ìåòîä õîðîøî ïîäõîäèò äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ýêñ-òðåìàëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû, ò.å. ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé,èìåþùèõ íàèáîëüøèé èëè íàèìåíüøèé ìîäóëü, ðàâíî êàê è îòâå÷àþùèõèì ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.8.2.1 Íàõîæäåíèå ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîãî çíà-÷åíèÿÏóñòü ìàòðèöà A ∈ Rn×n ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëèçóåìîé. Ýòî, â ÷àñòíîñòè,îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà A èìååò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåê-òîðîâ, ñîâîêóïíîñòü êîòîðûõ îáðàçóåò áàçèñ â Cn. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîýòè âåêòîðû íîðìèðîâàíû, è áóäåì îáîçíà÷àòü èõ ÷åðåç ξi, i = 1, . . . , n.Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi ìàòðèöû A, êîòîðûìîòâå÷àþò ñîáñòâåííûå âåêòîðû ξi, ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ èõìîäóëåé, ïðè÷åì ìàêñèìàëüíûé ìîäóëü èìååò òîëüêî îäíî ñîáñòâåííîåçíà÷åíèå λ1, ò.å.
|λ1| > |λ2| > |λ3| > · · · > |λn|. (8.2)Â ýòîì ñëó÷àå λ1 íàçûâàåòñÿ äîìèíèðóþùèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.Çàìå÷àíèå 8.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (8.2) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ1ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì.



8.2. ÑÒÅÏÅÍÍÎÉ ÌÅÒÎÄ 105Ñòåïåííûì ìåòîäîì íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ:íà÷èíàÿ ñ ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî âåêòîðà åäèíè÷íîé åâêëèäîâîé äëè-íû ξ(0) ∈ Rn, ñòðîÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
x(k) = Aξ(k−1),

ξ(k) = x(k)/‖x(k)‖2,

λ(k) =
[
ξ(k)
]T
Aξ(k), k = 1, 2, . . . .

(8.3)
Èçó÷èì âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ìåòîäà (8.3). Èç ïåðâûõ äâóõ ñîîòíîøåíèé(8.3) ïðè k = 1 ñëåäóåò, ÷òî

ξ(1) = Aξ(0)/‖Aξ(0)‖2,à èíäóêöèåé ïî k íàõîäèì, ÷òî
ξ(k) =

Akξ(0)

‖Akξ(0)‖2
, k = 1, 2, . . . , . (8.4)Ýòî ñîîòíîøåíèå îáúÿñíÿåò ðîëü ñòåïåíåé A â èçó÷àåìîì ìåòîäå.�àçëîæèì âåêòîð ξ(0) ïî áàçèñó ξi, i = 1, 2, . . . , n

ξ(0) =
n∑

i=1

ciξi, ci ∈ C, i = 1, 2, . . . , n (8.5)è ïðåäïîëîæèì, ÷òî
c1 6= 0. (8.6)Ïîñêîëüêó Aξi = λiξi, òî

Akξ(0) =
n∑

i=1

ciλ
k
i ξi = c1λ

k
1

(
ξ1 +

n∑

i=2

ci
c1

(
λi

λ1

)k

ξi

)
=

= c1λ
k
1

(
ξ1 + ζ(k)

)
,

(8.7)ãäå
ζ(k) =

n∑

i=2

ci
c1

(
λi

λ1

)k

ξi. (8.8)Òàê êàê â ñèëó (8.2) |λi/λ1| < 1 äëÿ i = 2, 3, . . . , n, òî ïðè âîçðàñòàíèè
k âåêòîð Akξ(0) (à ñ íèì âìåñòå è âåêòîð ξ(k) èç (8.4)) áóäåò ñòðåìèòüñÿïðèíÿòü íàïðàâëåíèå ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ξ1, â òî âðåìÿ êàê êîìïîíåíòû



106 8. ÑÒÅÏÅÍÍÎÉ ÌÅÒÎÄ È ÎÁ�ÀÒÍÛÅ ÈÒÅ�ÀÖÈÈðàçëîæåíèÿ ïî äðóãèì íàïðàâëåíèÿì ξi áóäóò óáûâàòü. Èñïîëüçóÿ (8.4)è (8.7), ïîëó÷èì
ξ(k) =

c1λ
k
1

(
ξ1 + ζ(k)

)

‖c1λk
1(ξ1 + ζ(k))‖2

= ± ξ1 + ζ(k)

‖ξ1 + ζ(k)‖2
. (8.9)Èìååò ìåñòîÒåîðåìà 8.4. Ïóñòü A ∈ Rn×n � äèàãîíàëèçóåìàÿ ìàòðèöà, ñîáñòâåí-íûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé ïîä÷èíÿþòñÿ óñëîâèÿì (8.2). Òîãäà, åñëè âûïîë-íåíî óñëîâèå (8.6), òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c > 0 òàêàÿ, ÷òî

‖ ± ξ(k) − ξ1‖2 + |λ(k) − λ1| 6 c |λ2/λ1|k, k > 1, (8.10)ãäå ξ(k) è λ(k) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (8.3).Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (8.9) ñëåäóåò, ÷òî
±ξ(k) − ξ1 =

ξ1 + ζ(k)

‖ξ1 + ζ(k)‖2
− ξ1 =

1 − ‖ξ1 + ζ(k)‖2

‖ξ1 + ζ(k)‖2
ξ1 +

ζ(k)

‖ξ1 + ζ(k)‖2
.Ïîñêîëüêó â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà

‖ξ1‖2 − ‖ζ(k)‖2 6 ‖ξ1 + ζ(k)‖2 6 ‖ξ1‖2 + ‖ζ(k)‖2,à ‖ξ1‖2 = 1, òî ∣∣ 1 − ‖ξ1 + ζ(k)‖2

∣∣6 ‖ζ(k)‖2.Âíîâü èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, íàõîäèì, ÷òî
‖ ± ξ(k) − ξ1‖2 6 2

‖ζ(k)‖2

‖ξ1 + ζ(k)‖2
.Íàêîíåö, èç (8.2),(8.6) è (8.8) ñëåäóåò, ÷òî

‖ζ(k)‖2 6

n∑

i=2

|ci/c1| |λ2/λ1|k,à ýòà îöåíêà âìåñòå ñ ïðåäûäóùåé ïðèâîäèò ê îöåíêå
‖ ± ξ(k) − ξ1‖2 6 c |λ2/λ1|k. (8.11)Äàëåå, â ñèëó (8.11)
ξ(k) = ±ξ1 + O(|λ2/λ1|k)è, ñëåäîâàòåëüíî,

λ(k) = ξ(k)Aξ(k) = λ1 +O(|λ2/λ1|k).Òåîðåìà äîêàçàíà.



8.2. ÑÒÅÏÅÍÍÎÉ ÌÅÒÎÄ 107Òåîðåìà 8.5. Ïóñòü A �äåéñòâèòåëüíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà,ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé ïîä÷èíåíû óñëîâèÿì (8.2). Òîãäà
|λ1 − λ(k)| 6 (|λ1| + |λn|)tg2θ|λ2/λ1|2k,ãäå λ(k) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (8.3), à θ � óãîë ìåæäó âåêòîðà-ìè ξ(0) è ξ1.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñèììåòðèè ìàòðèöû A åå ñîáñòâåííûå âåê-òîðû ξi, i = 1, 2, . . . , n îðòîãîíàëüíû. Ïîýòîìó âåêòîð ξ1 îðòîãîíàëåíâåêòîðó ζ(k) èç (8.8) ðàâíî êàê è âåêòîðó Aζ(k). Â ñèëó ñêàçàííîãî è ñó÷åòîì (8.9), ñîîòíîøåíèå (8.3) ïðèíèìàåò âèä

λ(k) =
[ξ1 + ζ(k)]TA[ξ1 + ζ(k)]

[ξ1 + ζ(k)]T [ξ1 + ζ(k)]
=
λ1 + [ζ(k)]TA[ζ(k)]

1 + [ζ(k)]T [ζ(k)]
,è, ñëåäîâàòåëüíî,

∣∣ λ1 − λ(k)
∣∣=
∣∣ [ζ(k)]TA[ζ(k)] − λ1[ζ

(k)]T [ζ(k)]
∣∣

1 + ‖ζ(k)‖2
2

=

=
∣∣∣ λ2

λ1

∣∣∣
2k
∑n

i=2 (ci/c1)
2 (λi/λ1)

2k |λi − λ1|
1 + ‖ζ(k)‖2

2

6

6 (|λ1| + |λn|)
(
λ2

λ1

)2k ∑n
i=2 c

2
i

c21
= (|λ1| + |λn|)

(
λ2

λ1

)2k
1 − c21
c21

,èáî âåêòîð ξ(0), êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó ξi, i = 1, 2, . . . , n,êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà ci, i = 1, 2, . . . , n, íîðìèðîâàí. Íî
c1 = ξT

1 ξ
(0) = cos θ,÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.Çàìå÷àíèå 8.2. Åñëè óñëîâèå c1 = 0 íå âûïîëíåíî (àïðèîðè ïðîâåðèòüýòî óñëîâèå íåëüçÿ), òî ýòî åùå íå çíà÷èò, ÷òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ(8.3) ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì (8.5) íå ïðèâåäåò ê ðåçóëüòàòó. Ïðèäîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷èñëå èòåðàöèé çà ñ÷åò îøèáîê îêðóãëåíèÿ ìîæåòïîÿâèòüñÿ íåíóëåâàÿ êîìïîíåíòà c1, è èòåðàöèîííûé ïðîöåññ âûéäåò âêîíöå êîíöîâ íà íóæíîå ðåøåíèå. Íî ïðè ýòîì íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òîåñëè |λ3| ≪ |λ2|, òî èòåðàöèè î÷åíü áûñòðî âûéäóò íà âòîðîå ñîáñòâåííîåçíà÷åíèå è âòîðîé ñîáñòâåííûé âåêòîð, è ìîæíî îáìàíóòüñÿ, ïðèíÿâ èõçà èñêîìûå âåëè÷èíû. Ýòî íå òàê âåðîÿòíî, åñëè |λ2| è |λ3| íå ñëèøêîìñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ, à òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü äîñòàòî÷íî âåëèêà. Èòåðàöèè



108 8. ÑÒÅÏÅÍÍÎÉ ÌÅÒÎÄ È ÎÁ�ÀÒÍÛÅ ÈÒÅ�ÀÖÈÈâ ýòîì ñëó÷àå áóäóò ñõîäèòüñÿ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî, è èõ ïîòðåáóåòñÿìíîãî äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè. Çà ýòî âðåìÿ ïîãðåøíîñòèîêðóãëåíèÿ íàêîïÿòñÿ, è ìîæåò ñ�îðìèðîâàòüñÿ íîâàÿ òî÷êà ïðèòÿæåíèÿèòåðàöèîííîãî ïðîöåññà � (λ1, ξ1). Åñëè íåò óâåðåííîñòè â ïðàâèëüíî-ñòè íàéäåííîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, ñëåäóåò ïðîâåñòè åùå îäèí èëèíåñêîëüêî ðàñ÷åòîâ ñ äðóãèìè íà÷àëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè.Çàìå÷àíèå 8.3. 1) Ïîäòâåðæäåíèåì òîãî, ÷òî λ1 íå ÿâëÿåòñÿ êðàòíûìñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, è ÷òî íåò ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ (−λ1), ñëóæèòñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ê îäíîìó è òîìó æå ñîáñòâåííîìóâåêòîðó ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèÿõ.2) Åñëè ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ âåêòîðàõ ξ(0) çíà÷åíèÿ λ(k) ñõîäÿòñÿê îäíîìó è òîìó æå ÷èñëó, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ ξ(k) ïðèâîäÿòê íåêîëëèíåàðíûì âåêòîðàì, òî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñëóæèò ïîäòâåðæäå-íèåì òîãî, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿêðàòíûì. Åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, èëè íóæíîîïðåäåëèòü êðàòíîñòü íàéäåííîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, íóæíî ïðîâî-äèòü âû÷èñëåíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè äî òåõ ïîð,ïîêà ïåðåñòàíóò ïîëó÷àòüñÿ âåêòîðû, ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå ñ óæå íàé-äåííûìè.8.2.2 ÏðèìåðÏðèìåíèì ñòåïåííîé ìåòîä äëÿ îòûñêàíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû
A =

[
2 1
−1 0

]
.Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âîçüìåì âåêòîð x(0) = [0, 1]T . Òîãäà

x(1) =

[
2 1

−1 0

] [
0

1

]
=

[
1

0

]
, x(2) =

[
2 1

−1 0

] [
1

0

]
=

[
2

−1

]
,

x(3) =

[
2 1

−1 0

] [
2

−1

]
=

[
3

−2

]
, . . .Î÷åâèäíî, ÷òî x(k) = [k (−k + 1)]T , x(k+1) = [(k + 1) (−k)]T . Òîãäà

(x(k), x(k)) = 2k2 − 2k + 1, (x(k), x(k+1)) = 2k2, è, ñëåäîâàòåëüíî,
λ(k+1) =

2k2

2k2(1 − 1/k + O(k−2))
= 1 +

1

k
+O

(
1

k2

)
.



8.2. ÑÒÅÏÅÍÍÎÉ ÌÅÒÎÄ 109Ñõîäèìîñòü ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ = 1 î÷åíü ìåäëåííà è íå ïîõîæàíà òó, êîòîðóþ ìû èìåëè â òåîðåìå 8.4.Âûÿñíèì, ñ ÷åì ýòî ñâÿçàíî. �åøàÿ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ,íàõîäèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ìàòðèöà èìååò äâóêðàòíîå ñîáñòâåííîåçíà÷åíèå λ = 1, êîòîðîìó îòâå÷àåò åäèíñòâåííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð
[1,−1]T . Òåì ñàìûì, ýòà ìàòðèöà íå ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïðîñòîé ñòðóêòó-ðû, êàê ýòî áûëî â òåîðåìå 8.4, à åå æîðäàíîâîé �îðìîé ÿâëÿåòñÿ êëåòêàïîðÿäêà äâà. Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòåïåíîé ìåòîä íåîòêàçûâàåòñÿ ðàáîòàòü è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìàêñèìàëüíîìó ïî ìîäóëþêðàòíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ îòâå÷àåò æîðäàíîâà êëåòêà, íî ñêî-ðîñòü ñõîäèìîñòè ðåçêî ïàäàåò îò ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ãåîìåòðè÷åñêîéïðîãðåññèè ê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà.8.2.3 Íàõîæäåíèå âòîðîãî ïî âåëè÷èíå ìîäóëÿ ñîáñòâåííîãîçíà÷åíèÿÏóñòü

|λ1| > |λ2| > |λ3| > · · · > |λn|.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ1, ξ1 è η1 (ATη1 = λ1η1) èçâåñòíû, ïðè÷åì ‖ξ1‖ = 1,
(η1, ξ1) = 1. Íàéòè λ1, ξ1 è η1 ìîæíî îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì. Ïóñòü
x(0) � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, òàêîé, ÷òî (x(0), η2) 6= 0. Òîãäà

x(0) = c1ξ1 + c2ξ2 + · · · + cnξn, c1 = (x(0), η1), c2 6= 0.Ïîñòðîèì âåêòîð
y(0) = x(0) − (x(0), η1)ξ1 = c2ξ2 + c3ξ3 + · · · + cnξnè âåêòîð

ξ
(0)
2 = y(0)/‖y(0)‖2.Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ áóäåì îñóùåñòâëÿòü ïî �îðìóëàì

x(k) = Aξ(k−1),

y(k) = x(k) − (x(k), η1)ξ1,

ξ
(k)
2 = y(k)/‖y(k)‖2,

λ
(k)
2 = ξ

(k)
2

T
Aξ

(k)
2 .Òîãäà

λ
(k)
2 = λ2 + O(|λ3/λ2|k),
ξ

(k)
2 = ±ξ2 +O(|λ3/λ2|k).



110 8. ÑÒÅÏÅÍÍÎÉ ÌÅÒÎÄ È ÎÁ�ÀÒÍÛÅ ÈÒÅ�ÀÖÈÈ8.3 Îáðàòíûå èòåðàöèèÂ ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåíèÿ ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþìàòðèöû A ∈ Rn×n, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøèì ê çàäàííîìó ÷èñëó
µ ∈ R, ãäå µ 6∈ σ(A). Äëÿ ýòîãî ñòåïåííîé ìåòîä (8.3) ñëåäóåò ïðèìå-íèòü ê ìàòðèöå M−1

µ := (A− µI)−1, îïðåäåëèâ òàê íàçûâàåìûå îáðàòíûåèòåðàöèè. ×èñëî µ çäåñü íàçûâàåòñÿ ñäâèãîì.Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû M−1
µ ñóòü µi = (λi − µ)−1. Ïðåäïîëî-æèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî m, ÷òî

|λm − µ| < |λi − µ| ∀ i = 1, 2, . . . , n, i 6= m. (8.12)Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λm, áëèæàéøåå ê µ, ÿâëÿåòñÿåäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Áîëåå òîãî,(8.12) ïîêàçûâàåò, ÷òî µm åñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå M−1
µ ñ íàèáîëüøèììîäóëåì; â ÷àñòíîñòè, åñëè µ = 0, òî λm ïðåâðàùàåòñÿ â ñîáñòâåííîåçíà÷åíèå A ñ ìèíèìàëüíûì ìîäóëåì.Ïî çàäàííîìó ïðîèçâîëüíîìó íà÷àëüíîìó âåêòîðó ξ(0) ∈ Rn åäèíè÷íîéåâêëèäîâîé äëèíû ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(A− µI)y(k) = ξ(k−1),

ξ(k) = y(k)/‖y(k)‖2,

λ(k) =
[
ξ(k)
]T
A
[
ξ(k)
]
.

(8.13)Çàìåòèì, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû Mµ òå æå ñàìûå, ÷òî è óìàòðèöû A. Ïîýòîìó îòíîøåíèå �åëåÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ìàòðèöå A (à íåïî ìàòðèöåM−1
µ ). Îñíîâíîå îòëè÷èå îò ìåòîäà (8.3) ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàêàæäîì øàãå k íóæíî ðåøàòü ëèíåéíóþ ñèñòåìó ñ ìàòðèöåé Mµ. Âû÷èñ-ëèòåëüíûå çàòðàòû ñîñòîÿò èç îäíîêðàòíîé LU �àêòîðèçàöèè ìàòðèöû

Mµ ñòîèìîñòüþ O(m3) äåéñòâèé ïðè k = 1 è ðåøåíèÿ íà êàæäîì øàãåäâóõ ñèñòåì ñ òðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè ñ çàòðàòàìè O(n2) äåéñòâèé.Õîòÿ ýòîò ìåòîä áîëåå äîðîãîé, ÷åì ñòåïåííîé ìåòîä (8.3), îáðàòíûåèòåðàöèè ïîçâîëÿþò íàéòè ïðèáëèæåíèå ê ëþáîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷å-íèþ ìàòðèöû A (áëèæàéøåìó ê ñäâèãó µ).8.4 Èòåðàöèè ñ îòíîøåíèåì �ýëåÿÁóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî äåéñòâèòåëüíîé,íî è ñèììåòðè÷íîé. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå îáåñïå÷èâàåò äåéñòâèòåëüíîñòü



8.4. ÈÒÅ�ÀÖÈÈ Ñ ÎÒÍÎØÅÍÈÅÌ �ÝËÅß 111ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è îðòîãîíàëüíîñòü ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, êîòîðûåìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü íîðìèðîâàííûìè.Îáðàòèìñÿ ê îòíîøåíèþ �ýëåÿ
r(x) =

xT Ax

xTxè ïîêàæåì, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû ξj ìàòðèöû A ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàð-íûìè òî÷êàìè �óíêöèè r(x), ò.å. grad r(x) ∣∣
x=ξj

= 0. Äè��åðåíöèðóÿ r(x)ïî xj, íàõîäèì, ÷òî
∂r(x)

∂xj
=
∂/∂xj(x

TAx)

xTx
− (xTAx)∂/∂xj(x

Tx)

(xTx)2
=

= 2
(Ax)j

xTx
− (xTAx)2xj

(xTx)2
=

2

xTx

(
Ax− xTAx

xTx
x

)

j

=

=
2

xTx
(Ax− r(x)x)j .Ñîáèðàÿ ýòè ïðîèçâîäíûå â n-ìåðíûé âåêòîð, ïîëó÷èì ãðàäèåíò r(x),êîòîðûé áóäåì îáîçíà÷àòü êàê ∇r(x). Èìååì

∇r(x) =
2

xTx

(
Ax− r(x)x

)
.Êàê áûëî óæå çàìå÷åíî, r(ξj) = λj è, ñëåäîâàòåëüíî,

∇r(ξj) = 0.Ïóñòü âåêòîð x ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì ê ñîáñòâåííîìó âåêòîðó ξj.Îöåíèì áëèçîñòü r(x) ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λj . Ïîñêîëüêó r(x) ÿâ-ëÿåòñÿ ãëàäêîé �óíêöèåé x âñþäó, êðîìå x = 0, òî, ðàñêëàäûâàÿ r(x) âòî÷êå ξj ïî �îðìóëå Òåéëîðà, íàéäåì, ÷òî
r(x) = r(ξj) + (∇r(ξj))T (x− ξj) + O(‖x− ξj‖2).Ïîýòîìó

|r(x) − λj| = O(‖x− ξj‖2).Ýòîò �àêò áåç äîêàçàòåëüñòâà óæå áûë îòìå÷åí â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû8.5.Àëãîðèòì èòåðàöèé ñ îòíîøåíèåì �ýëåÿ áàçèðóåòñÿ íà îáðàòíûõ èòå-ðàöèÿõ, ãäå äëÿ óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè íà êàæäîé èòåðàöèè èñïîëüçóåòñÿ



112 8. ÑÒÅÏÅÍÍÎÉ ÌÅÒÎÄ È ÎÁ�ÀÒÍÛÅ ÈÒÅ�ÀÖÈÈíîâûé ñäâèã � íàéäåííîå íà ïðåäûäóùåì øàãå ïðèáëèæåíèå ê ñîáñòâåí-íîìó çíà÷åíèþ.Íà÷èíàÿ ñ ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî âåêòîðà ξ(0) åäèíè÷íîé äëèíûíàõîäèòñÿ ÷èñëî
λ(0) =

(
v(0)
)T

Av(0),è äëÿ k = 1, 2, . . . ðåøàåòñÿ ñèñòåìà
(A− λ(k−1)I)w = v(k−1),ðåøåíèå êîòîðîé íîðìèðóåòñÿ

ξ(k) = w/‖w‖è ïîäñòàâëÿåòñÿ â îòíîøåíèå �ýëåÿ
λ(k) = (ξ(k))TAξ(k).Òåîðåìà 8.6. Èòåðàöèè ñ îòíîøåíèåì �ýëåÿ ñõîäÿòñÿ ê ñîáñòâåííîéïàðå (λj, ξj) äëÿ ïî÷òè âñåõ íà÷àëüíûõ âåêòîðîâ ξ(0). Â ìàëîé îêðåñò-íîñòè (λj, ξj) ýòà ñõîäèìîñòü êóáè÷íàÿ, ò.å. ïðè k → ∞

‖ξ(k+1) − (±)ξj‖ = O
(
‖ξ(k) − (±)ξj‖3

)è ∣∣∣ λ(k+1) − λj

∣∣∣= O

(∣∣∣ λ(k) − λj

∣∣∣
3
)
.Ïðèìåð 8.1. �àññìîòðèì ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó

A =




2 1 1
1 3 1
1 1 4


è ïóñòü v(0) = [1 1 1]T/

√
3 � íà÷àëüíûé âåêòîð. Òðè ïîñëåäîâàòåëüíûåèòåðàöèè ñ îòíîøåíèåì �ýëåÿ äàåò ñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ ê ñîáñòâåí-íîìó çíà÷åíèþ

λ(0) = 5, λ(1) = 5.2131 . . . , λ(2) = 5.214319743184.Äåéñòâèòåëüíàÿ âåëè÷èíà ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, îòâå÷àþùåãî ñîáñòâåí-íîìó âåêòîðó, áëèæàéøåìó ê v(0) åñòü λ = 5.214319743377. Òåì ñàìûì,ïîñëå âñåãî ëèøü òðåõ èòåðàöèé ñ îòíîøåíèåì �ýëåÿ ìû ïîëó÷èëè ðå-çóëüòàò ñ äåñÿòüþ âåðíûìè çíàêàìè.



8.4. ÈÒÅ�ÀÖÈÈ Ñ ÎÒÍÎØÅÍÈÅÌ �ÝËÅß 113Â ðàññìàòðèâàåìîì ìåòîäå ïðè îòûñêàíèè î÷åðåäíîãî ïðèáëèæåíèÿê ñîáñòâåííîìó âåêòîðó ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ñèñòåìó âñå áîëåå áëèçêîþê âûðîæäåííîé, ò.å. ïëîõî îáóñëîâëåííîé. Êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãîàíàëèçà, ðåøåíèå ñèñòåì ñ ïëîõî îáóñëîâëåííûìè ìàòðèöàìè, âîîáùå ãî-âîðÿ, íå ìîæåò áûòü ñëèøêîì óñïåøíûì. Âûÿñíèì, ê êàêèì íåãàòèâíûìïîñëåäñòâèÿì ýòî ìîæåò ïðèâåñòè â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå.Ïóñòü µ � ÷èñëî î÷åíü áëèçêîå ê îäíîìó èç èçîëèðîâàííûõ ñîáñòâåí-íûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A. Îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî ÷åðåç λj è ðàññìîòðèìñèñòåìó
(A− µI)x = b, (8.14)ãäå b � íåêîòîðûé âåêòîð. �àçëîæèì âåêòîðû b è x ïî ñîáñòâåííûìâåêòîðàì ìàòðèöû A

b =
n∑

j=1

djξj, x =
n∑

j=1

cjξj.Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ â (8.14), íàéäåì, ÷òî
cj = dj/(λj − µ),è, ñëåäîâàòåëüíî,

x =

n∑

j=1

dj

λj − µ
ξj =

dJ

λJ − µ
ξJ +

∑

j 6=J

dj

λj − µ
ξj.Ïîñêîëüêó ∑j 6=J |dj/(λj − µ)| = O(1), òî îðòîãîíàëüíàÿ ê ξJ ñîñòàâ-ëÿþùàÿ ïðàâîé ÷àñòè b ïðàêòè÷åñêè íå îêàçûâàåò âëèÿíèå íà ðåøåíèå

x = O((λJ − µ)−1), êîòîðîå ñîñðåäîòî÷åíî îêîëî âåêòîðà ξJ . Òî æå ñàìîåïðîèñõîäèò ñ ïîãðåøíîñòüþ, åñëè ñèñòåìà ðåøàåòñÿ óñòîé÷èâûì ìåòî-äîì: ïî÷òè âñÿ ïîãðåøíîñòü (áîëüøàÿ) ñîñðåäîòî÷åíà âäîëü âåêòîðà ξJ .Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò íå ñàì âåêòîð x, à ëèøü íàïðàâëåíèå, êîòîðîåîí çàäàåò, òî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ‖x‖ = |dJ/(λJ − µ)| + O(1),íàõîäèì, ÷òî
x/‖x‖ = ±ξJ + O(λJ − µ)äàæå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà b.



9
QR - àëãîðèòì
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ òåõíèêó íàõîæäåíèÿ âñåõ ñîá-ñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A. Îñíîâíàÿ èäåÿ, êîòîðàÿ çäåñü èñïîëüçó-åòñÿ, ñîñòîèò â ñâåäåíèè ìàòðèöû A ïðè ïîìîùè ïîäõîäÿùèõ ïðåîáðà-çîâàíèé ê �îðìå, äëÿ êîòîðîé âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðîùå,÷åì äëÿ èñõîäíîé ìàòðèöû.Ìåòîä, î êîòîðîì ïîéäåò ðå÷ü, åñòü QR-àëãîðèòì. Çäåñü îí áóäåò ðàñ-ñìîòðåí òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ äåéñòâèòåëüíûõ ìàòðèö.Äëÿ çàäàííîé îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû Q0, íà÷èíàÿ ñ A0 = QT

0AQ0,ãäå A ∈ Rn×n, ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Ak = RkQk, k = 1, 2, . . . , (9.1)ãäå Rk è Qk � ìàòðèöû èç QR ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû

Ak−1 = QkRk. (9.2)Äëÿ êàæäîãî øàãà k ïåðâàÿ ñòàäèÿ èòåðàöèè ñîñòîèò â �àêòîðèçàöèèìàòðèöû Ak−1, ò.å. â ïðåäñòàâëåíèè åå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îðòîãîíàëüíîéìàòðèöû Qk è âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû Rk. Âòîðàÿ ñòàäèÿ � ïðîñòîåïåðåìíîæåíèå ìàòðèö.Â ñèëó òîãî, ÷òî
Ak = RkQk =

(
QT

kQk

)
RkQk = QT

k [QkRk]Qk = QT
kAk−1Qk =

= [Q0Q1 . . .Qk]
TA[Q0Q1 . . .Qk],êàæäàÿ ìàòðèöà Ak îðòîãîíàëüíî ïîäîáíà A.Â áàçîâîé âåðñèè QR-àëãîðèòìà ïîëàãàþò Q0 = I, ÷òî ïðèâîäèò ê

A0 = A. Ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà A ìàòðèöû Ak ïî �îðìå ñõî-äÿòñÿ ê âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöå, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðîé114



115ñòîÿò ñîáñòâåííûå ÷èñëà. Ïîíèìàòü ýòî íóæíî òàê, ÷òî ïîääèàãîíàëü-íûå ýëåìåíòû ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, äèàãîíàëüíûå ê ñîáñòâåííûì ÷èñëàì, àíàääèàãîíàëüíûå ìîãóò íèêóäà íå ñòðåìèòüñÿ.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îïèñàííûé àëãîðèòì î÷åíü òðóäîåìêèé, èáîíà êàæäîé èòåðàöèè íóæíî îñóùåñòâëÿòü QR �àêòîðèçàöèþ ìàòðèöû.Ïîýòîìó, ïðåæäå ÷åì áîëåå ïîäðîáíî îáñóæäàòü âîïðîñ î ñõîäèìîñòè QR-àëãîðèòìà, ìîäè�èöèðóåì åãî áàçîâóþ âåðñèþ.Ñíà÷àëà íàïîìíèì ââåäåííîå íàìè ðàíåå îïðåäåëåíèå ìàòðèöû Õåñ-ñåíáåðãà.Îïðåäåëåíèå 9.1. Ìàòðèöà A èìååò âåðõíþþ �îðìó Õåññåíáåðãà, åñëè
aij = 0 äëÿ ëþáûõ i > j + 1.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà èìååò ïî÷òè òðåóãîëüíóþ �îðìó.




∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗


Òåîðåìà 9.1. Âñÿêàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïðè ïîìî-ùè îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê�îðìå Õåññåíáåðãà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì òðåáóåìîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ýòîò àëãîðèòìî÷åíü ïîõîæ íà àëãîðèòì QR-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû ïðè ïîìîùè îòðàæå-íèé. Ïðèâåäåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ çà n − 2 øàãà. Íà ïåðâîì øàãå íåîáõî-äèìûìè íóëÿìè çàïîëíèòñÿ ïåðâûé ñòîëáåö, íà âòîðîì øàãå � âòîðîé èò.ä.Âûïîëíèì ïåðâûé øàã. Çàïèøåì ìàòðèöó A â âèäå

A =

[
a11 cT

b Â

]
.Ïóñòü Û1 � ìàòðèöà îòðàæåíèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ (n− 1)-ìåðíûé âåêòîð b ââåêòîð [t1 0 . . . 0]T , è ïóñòü

U1 =

[
1 0

0 Û1

]
. (9.3)



116 9. QR - ÀË�Î�ÈÒÌÒîãäà
U1A =

[
1 0

0 Û1

] [
a11 cT

b Â

]
=

[
a11 cT

Û1b Û1Â

]
=




a11 cT

t1
0... Û1Â

0



.

Äàëåå, ïðè âû÷èñëåíèè U1AU
−1
1 âñïîìíèì, ÷òî U−1

1 = UT
1 = U1, è, ñëåäî-âàòåëüíî,

A(1) = U1AU1 =

[
a11 cT

Û1b Û1Â

] [
1 0

0 Û1

]
=

[
a11 cT ÛT

Û1b Û1ÂÛ1

]
=

=




a11 cT Û1

t1
0... Û1ÂÛ1

0




=




a11 ∗ . . . ∗
t1
0... Â1

0



.

(9.4)
Ìàòðèöà A(1) îðòîãîíàëüíî ïîäîáíà ìàòðèöå A è èìååò ïåðâûé ñòîëáåöòàêîãî æå âèäà, êàê ó ìàòðèöû Õåññåíáåðãà (a(i)

ii = 0 ïðè i = 3, 4, . . . , n).Îòìåòèì, ÷òî äîìíîæåíèå ìàòðèöû U1A íà U1 ñïðàâà íå ìåíÿåò ïîðòðåòìàòðèöû U1A, ïðèîáðåòåííûé A ïîñëå óìíîæåíèÿ åå íà U1 ñëåâà.Òåïåðü ïîñòðîèì ìàòðèöó îòðàæåíèÿ Û2 ∈ R(n−2)×(n−2), ïåðåâîäÿùóþâåêòîð
[a

(1)
32 a

(1)
42 . . . a

(1)
n2 ]T â âåêòîð, êîëëèíåàðíûé âåêòîðó [10 . . .0]T ∈ Rn−2, èââåäåì ìàòðèöó

U2 =

[
I2 0

0 Û2

]
.Âûïîëíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ U2A

(1)U2 = A(2), óáåæäàåìñÿ â òîì,÷òî ïîðòðåò ïåðâûõ äâóõ ñòîëáöîâ A(2) ñîâïàäàåò ñ ïîðòðåòîì òåõ æåñòîëáöîâ ìàòðèöû Õåññåíáåðãà. Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâà-íèÿ, íà (n − 2) øàãå ïðèäåì ê ìàòðèöå A(n−2), èìåþùåé �îðìó Õåññåí-áåðãà. Òåîðåìà äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 9.1. Åñëè áû ìû ïîïûòàëèñü âçÿòü òàêóþ ìàòðèöó îòðà-æåíèÿ U1, êîòîðàÿ îñòàâëÿåò â ïåðâîì ñòîëáöå òîëüêî îäèí íåíóëåâîéýëåìåíò, òî ïðè óìíîæåíèè U1A íà U1 ñïðàâà íàì íå óäàëîñü áû ñîõðàíèòüñòðóêòóðó ïåðâîãî ñòîëáöà, ò.å. ïîëó÷åííûå ïîñëå ïåðâîãî óìíîæåíèÿ A



117íà U1 ñëåâà íóëè. Èìåííî áëàãîäàðÿ �îðìå (9.3) ìàòðèöû U1 îïåðàöèÿóìíîæåíèÿ íà U1 ñïðàâà íå çàòðàãèâàåò íóëè â ïåðâîì ñòîëáöå (9.4).Çàìå÷àíèå 9.2. Äëÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû A îðòîãîíàëüíî ïîäîáíàÿåé ìàòðèöà òîæå ñèììåòðè÷íà è, ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöàÕåññåíáåðãà áóäåò òðèäèàãîíàëüíîé.Òåîðåìà 9.2. Ïóñòü Am � íåâûðîæäåííàÿ âåðõíÿÿ õåññåíáåðãîâà ìàò-ðèöà è Am+1 ïîëó÷åíà èç Am ïîñðåäñòâîì îäíîé QR-èòåðàöèè (9.1)-(9.2). Òîãäà Am+1 òàêæå èìååò âåðõíþþ �îðìó Õåññåíáåðãà.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ Am+1 íàì íóæíî ñíà÷àëà ïîñòðî-èòü ðàçëîæåíèå Am = QmRm, êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå Qm =
AmR

−1
m . �àíåå áûëî ïîêàçàíî (óïðàæíåíèå 1.1), ÷òî îáðàòíàÿ ê íåâûðîæ-äåííîé âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöå åñòü âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà,è ïðîèçâåäåíèå âåðõíèõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö òîæå âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ.Ïîýòîìó R−1

m ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé òðåóãîëüíîé. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ,÷òî ïðîèçâåäåíèå âåðõíåé òðåóãîëüíîé è âåðõíåé õåññåíáåðãîâîé ìàòðèöûâ ëþáîì ïîðÿäêå åñòü âåðõíÿÿ õåññåíáåðãîâà ìàòðèöà. Ïîýòîìó Qm åñòüâåðõíÿÿ õåññåíáåðãîâà ìàòðèöà, è Am+1 = RmQm òîæå âåðõíÿÿ õåññåí-áåðãîâà. Òåîðåìà äîêàçàíà.Ìîäè�èöèðóåì áàçîâóþ âåðñèþ QR-àëãîðèòìà, ïîëîæèâ íà÷àëüíóþìàòðèöó A0 ðàâíîé ìàòðèöå Õåññåíáåðãà A(n−2) èç òåîðåìû 9.1. Áóäåì ýòóìàòðèöó îáîçíà÷àòü ÷åðåç H. Ïðè òàêîì âûáîðå A0 â ñèëó òåîðåìû 9.2 íàêàæäîì øàãå QR-àëãîðèòìà áóäåì ñíîâà ïîëó÷àòü ìàòðèöû Õåññåíáåðãà.Êàêîé âûèãðûø â òðóäîçàòðàòàõ ïðè ðåàëèçàöèè QR-àëãîðèòìà äàåòýòà ìîäè�èêàöèÿ? Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû A ê õåññåíáåðãîâîé �îðìå ñíîâàòðåáóåò O(n3) èòåðàöèé. Íî òåïåðü ýòî åäèíè÷íàÿ àêöèÿ, îñóùåñòâëÿåìàÿïåðåä íà÷àëîì QR-èòåðàöèé. Ñàìè æå QR-èòåðàöèè ñòàíîâÿòñÿ äåøåâëå.×òîáû óâèäåòü ýòî, îïèøåì ïðîöåññ QR-�àêòîðèçàöèè õåññåíáåðãîâîéìàòðèöû.Ïóñòü H � âåðõíÿÿ õåññåíáåðãîâà ìàòðèöà, QR-�àêòîðèçàöèþ êîòî-ðîé íóæíî íàéòè. Ê âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöå R ýòó ìàòðèöó ìîæíîïðèâåñòè ïðè ïîìîùè n−1 ïëîñêèõ âðàùåíèé, êîòîðûå ïðåîáðàçóþò n−1ïîääèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â íóëè. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç T1, T2, . . . , Tn−1.Òîãäà, åñëè
T = Tn−1Tn−2 . . . T1 =: QT ,òî

R = TH = QTH èëè H = QR.



118 9. QR - ÀË�Î�ÈÒÌ
QR-�àêòîðèçàöèÿ ìàòðèöû H ïîñòðîåíà. Î÷åâèäíî, ÷òî ðåàëèçàöèÿ îä-íîãî âðàùåíèÿ Ti òðåáóåò O(n) äåéñòâèé, è, ñëåäîâàòåëüíî, QR- �àêòî-ðèçàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ çà O(n2) äåéñòâèé.Òåïåðü íóæíî îñóùåñòâèòü âòîðîé ýòàï QR-øàãà � âû÷èñëèòü H1 =

RQ. Ïîñêîëüêó HT
1 = QTRT = TRT , òî è ýòà ïðîöåäóðà, ïðèâîäÿùàÿ êõåññåíáåðãîâîé ìàòðèöå, îñóùåñòâëÿåòñÿ çà O(n2) äåéñòâèé.Ìû ïîêàçàëè, ÷òî îäèí øàã QR-àëãîðèòìà òðåáóåò O(n2) äåéñòâèé.Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿñíèòü ïðè÷èíû, ïî êîòîðûì QR-àëãîðèòì äåé-ñòâèòåëüíî ìîæåò ñõîäèòüñÿ òóäà, êóäà íóæíî, ðàññìîòðèì äðóãîé ìåòîä,íàçûâàåìûé ìåòîäîì îäíîâðåìåííûõ èòåðàöèé èëèìåòîäîì èòåðèðî-âàíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà, è èññëåäóåì åãî ñõîäèìîñòü. Çàòåì óñòàíîâèìñâÿçü ìåæäó ýòè ìåòîäîì è QR-àëãîðèòìîì.Ñóòü ìåòîäà îäíîâðåìåííûõ èòåðàöèé ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðèìåíèòüñòåïåííîé ìåòîä íå ê îäíîìó âåêòîðó ξ(0), à ê ñîâîêóïíîñòè íåñêîëüêèõâåêòîðîâ ξ(0), η(0), . . . , ζ(0), êîòîðûå ìû îáúåäèíèì â ìàòðèöó

X0 = [ξ(0)η(0) . . . ζ(0)]ðàçìåðíîñòè n × p, p > 1. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà span {ξ(0), η(0), . . . , ζ(0)}îáðàçóåò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïîñëå îäíîé èòåðàöèè
AX0 = X1 = [Aξ(0)Aη(0) . . . Aζ(0)] = [ξ(1)η(1) . . . ζ(1)]íà÷àëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïåðåõîäèò â äðóãîå ïîäïðîñòðàíñòâîspan {ξ(1), η(1), . . . , ζ(1)}. Åñëè èñõîäíûå âåêòîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñè-ìûå, òî ðàçìåðíîñòü span {ξ(0), η(0), . . . , ζ(0)} åñòü p. �àçìåðíîñòü ïîäïðî-ñòðàíñòâà span {ξ(1), η(1), . . . , ζ(1)} áóäåò òîæå p, ïî êðàéíåé ìåðå, åñëèìàòðèöà A íåâûðîæäåíà, ÷òî ìû è áóäåì ïðåäïîëàãàòü. Òîãäà è ïðèïîñëåäóþùèõ èòåðàöèÿõ ìû áóäåì ïîëó÷àòü ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíî-ñòè p. Îäíàêî, èç àíàëèçà ñòåïåííîãî ìåòîäà ìû çíàåì, ÷òî èòåðàöèè

Akx ëþáîãî âåêòîðà x (ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ) ñòàðàþòñÿ ïðèíÿòüíàïðàâëåíèå ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ξ1, îòâå÷àþùåãî äîìèíèðóþùåìó ñîá-ñòâåííîìó çíà÷åíèþ. Ïîýòîìó è Akξ(0), Akη(0), . . . , Akζ(0) ñòðåìÿòñÿ ïðè-íÿòü ýòî íàïðàâëåíèå. Òåì íå ìåíåå, óêàçàííûå âåêòîðû îñòàþòñÿ ëèíåéíîíåçàâèñèìûìè, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ýëåìåíòûáàçèñà â span {Akξ(0), Akη(0), . . . , Akζ(0)}. Íî áàçèñ ýòîò áóäåò ïëîõîé, èáîóãëû ìåæäó åãî ýëåìåíòàìè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè k → ∞. Áîëåå òîãî,äëèíû ýëåìåíòîâ ýòîãî áàçèñà ñòðåìÿòñÿ ëèáî ê íóëþ, ëèáî ê áåñêî-íå÷íîñòè â çàâèñèìîñòè îò òîãî, |λ1| < 1 èëè |λ1| > 1. Â ñòåïåííîì



119ìåòîäå ïîñëå êàæäîé èòåðàöèè ìû âåêòîð íîðìèðîâàëè, è ýòîãî áûëîäîñòàòî÷íî. Â ðàññìàòðèâàåìîì æå ñëó÷àå îäíîãî íîðìèðîâàíèÿ ìàëî:âåêòîðû íóæíî åùå îðòîãîíàëèçèðîâàòü. Ïîýòîìó â ìåòîäå îäíîâðåìåí-íûõ èòåðàöèé (ïî÷åìó îí åñòü è ìåòîä èòåðèðîâàíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ,ÿñíî èç âûøåñêàçàííîãî) íà÷àëüíûå âåêòîðû áåðóò îðòîíîðìèðîâàííûìè(îòñþäà òðåòüå íàçâàíèå ìåòîäà � ìåòîä îðòîãîíàëüíûõ èòåðàöèé).Ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç ýòèõ âåêòîðîâ, îáîçíà÷èì ÷åðåç Z0. Åå ðàç-ìåð åñòü n× p. Ñàìè æå èòåðàöèè çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè: íàêàæäîé èòåðàöèè k âû÷èñëÿåòñÿ n× p ìàòðèöà
Yk+1 = AZk, k = 0, 1, . . . , (9.5)êîòîðàÿ çàòåì ïîäâåðãàåòñÿ QR-�àêòîðèçàöèè

Yk+1 = Zk+1Rk+1 (9.6)äëÿ ïîëó÷åíèÿ Zk+1.Íåêîòîðîå îòñòóïëåíèå. Â ãë. 2 ìû äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå QR-�àêòîðèçàöèè äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû ïóòåì ïîñòðîåíèÿ êîí-êðåòíûõ ðàçëîæåíèé ïðè ïîìîùè âðàùåíèé è îòðàæåíèé. Â íàøåì æåñëó÷àå ìàòðèöà Yk+1 ïðÿìîóãîëüíàÿ ðàçìåðà n× p. ×òîáû ñâåñòè çàäà÷óê ïðåäûäóùåé, äîïîëíèì Yk+1 íóëåâîé ìàòðèöåé äî êâàäðàòíîé ðàçìåðà
n× n. Îïóñêàÿ èíäåêñû k + 1, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

Y = ZR,ãäå âñå ìàòðèöû � êâàäðàòíûå, ïðè÷åì R � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ, à Z� îðòîãîíàëüíàÿ. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç yi è zi ñòîëáöû ìàòðèö Y è Z èîáðàòèòü ìàòðèöó Z, òî ïðåäûäóùåå ñîîòíîøåíèå ïðèìåò âèä
R =




zT
1

zT
2...
zT
n


 [y1y2 . . . yp0 . . . 0] =




zT
1 y1 zT

1 y2 . . . zT
1 yp 0 . . . 0

zT
2 y2 . . . zT

2 yp 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
zT
p yp 0 . . . 0

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0


Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ñîîòíîøåíèè (9.6) ìàòðèöà Zk+1 åñòü ïðÿìîóãîëü-íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n×p, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïåðâûå p ñòîëá-öîâ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû èç QR-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû Y , à R � âåðõ-íÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà p× p.



120 9. QR - ÀË�Î�ÈÒÌÏîñêîëüêó ìàòðèöà Z0 èìååò ðàíã p, à ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà, òî èìàòðèöà Y1 èìååò òîò æå ðàíã, ðàâíî êàê è ìàòðèöà Z1. Ïîýòîìó ðàíã
p èìåþò è ìàòðèöû Zk+1 è Yk+1. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà Rk+1, ðàçìåðêîòîðîé åñòü p× p, íåâûðîæäåíà, è ñîîòíîøåíèå

Zk+1 = Yk+1R
−1
k+1ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî èíîå êàê ïðîöåäóðó îðòîãîíàëèçàöèè ñ íîðìè-ðîâàíèåì ñòîëáöîâ ìàòðèöû Yk+1. Ïðè ýòîì ïåðâûé ñòîëáåö Yk+1 òîëüêîíîðìèðóåòñÿ, âòîðîé îðòîãîíàëèçèðóåòñÿ ê ïåðâîìó è íîðìèðóåòñÿ è ò.ä.(ñð. ñ ïðîöåäóðîé îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà-Øìèäòà).Ïðîâåäåì àíàëèç ýòîãî ìåòîäà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |λp| > |λp+1|. Åñëè

p = 1, òî è ìåòîä, è åãî àíàëèç òàêèå æå, êàê â ñëó÷àå ñòåïåííîãî ìåòîäà.(Ïåðâûé ñòîëáåö Yk+1 òîëüêî íîðìèðóåòñÿ). Ïðè p > 1 èç (9.6), (9.5)èìååì span {Zk+1} = span {Yk+1} = span {AZk}.Ïîýòîìó span {Zk} = span {AkZ0}.Íî A � äèàãîíàëèçèðóåìàÿ ìàòðèöà, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ìàò-ðèöà ïîäîáèÿ S òàêàÿ, ÷òî
A = SΛS−1,ãäå Λ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A.Òîãäà
Ak = SΛkS−1è

AkZ0 = SΛkS−1Z0.Ïóñòü S−1Z0 =

[
C1

C2

], ãäå C1 � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà p, à Λ =
[
Λ1 0
0 Λ2

] ñ äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè Λ1 è Λ2 ïîðÿäêîâ p è n− p, ñîîò-âåòñòâåííî. Ïóñòü, êðîìå òîãî, S = [S1 S2], ãäå S1 è S2 � ïðÿìîóãîëüíûåìàòðèöû ïîðÿäêîâ n× p è n× (n− p), ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
SΛkS−1Z0 = [S1 S2]

[
Λk

1

Λk
2

] [
C1

C2

]
= [S1 S2]

[
(Λk

1C1)
(Λk

2C2)

]
=

= [S1Λ
k
1C1 + S2Λ

k
2C2] = λk

p

[
S1(λ

−1
p Λ1)

kC1 + S2(λ
−1
p Λ2)

kC2

]
.



121Ïîñêîëüêó
λ−1

p Λ2 =



λp+1/λp . . .

λn/λp


 ,à |λp+1|/|λp| < 1, òî (λ−1

p Λ2)
k ïðè k → ∞ ñòðåìèòñÿ ê íóëåâîé ìàòðèöå,à âìåñòå ñ íåé ê íóëåâîé ìàòðèöå ñòðåìèòñÿ è ìàòðèöà S2(λ

−1
p Λ2)

kC2.Ïîýòîìó span {Zk} = span {SΛkS−1Z0} =span {S1(λ
−1
p Λ1)

kC1 + S2(λ
−1
p Λ2)

kC2} =⇒
=⇒ span {S1(λ

−1
p Λ1)

kC1},ò.å. ïîäïðîñòðàíñòâî span {Zk} ñõîäèòñÿ ê {S1(λ
−1
p Λ1)

kC1}. Äàëåå, ïî-ñêîëüêó ìîäóëè âñåõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû λ−1
p Λ1íå ìåíüøå 1, òî ìàòðèöà (λ−1

p Λ1)
k íåâûðîæäåíà. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òîè ìàòðèöà C1 ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé, òîspan {S1[(λ

−1
p Λ1)

kC1]} = span {S1},è, ñëåäîâàòåëüíî,span {Zk} =⇒ span {S1} = span {s1s2 . . . sp},ãäå sj j = 1, . . . , p, ñóòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííûìçíà÷åíèÿì λ1, λ2, . . . , λp.Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè |λp| > |λp+1| è det C1 6= 0, òî span {Zk}ñõîäèòñÿ ê èíâàðèàíòíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó, íàòÿíóòîìó íà ïåðâûå p ñîá-ñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè p = 1 óñëîâèå
det C1 6= 0 ïåðåõîäèò â óñëîâèå (8.6) ñòåïåííîãî ìåòîäà.Çàìåòèì, ÷òî, åñëè â èòåðàöèÿõ ýòîãî àëãîðèòìà ñëåäèòü ëèøü çà ïåð-âûìè p′ ñòîëáöàìè ìàòðèö Zk, ãäå p′ < p, òî îíè áóäóò òåìè æå ñàìûìè,÷òî è ïðè èòåðèðîâàíèè òîëüêî ïåðâûõ p′ ñòîëáöîâ ìàòðèöû Z0, à íå pñòîëáöîâ, êàê â ïåðâîì ñëó÷àå. Èíûìè ñëîâàìè, èòåðàöèÿ ïî ñóùåñòâóïðîèñõîäèò îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé p′ = 1, 2, . . . , p. Ïîýòîìó, åñëèìîäóëè âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òî èç ïðîâåäåííîãîàíàëèçà ñõîäèìîñòè âûòåêàåò, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ïåðâûõ p′ ñòîëáöîâìàòðèöû Zk ïðè ëþáîì p′ 6 p ñõîäèòñÿ ê span {s1, . . . , sp′}.Òåîðåìà 9.3. Ïóñòü îäíîâðåìåííûå èòåðàöèè ñ p = n è Z0 = I ïðèìå-íÿþòñÿ ê ìàòðèöå A. Åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû èìåþò



122 9. QR - ÀË�Î�ÈÒÌïîïàðíî ðàçëè÷íûå ìîäóëè, è âñå óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû S íåâû-ðîæäåíû, òî ìàòðèöû Ak = ZT
k AZk ñõîäÿòñÿ ê âåðõíåé �îðìå Øóðàìàòðèöû A, ò.å. ê âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöå, íà ãëàâíîé äèàãîíà-ëè êîòîðîé ðàñïîëîæåíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Îíè óïîðÿäî÷åíû ïîóáûâàíèþ àáñîëþòíûõ âåëè÷èí.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæåíèå îá îòëè÷èè îò íóëÿ óãëîâûõ ìèíî-ðîâ ìàòðèöû S îáåñïå÷èâàåò íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèöû C1, òðåáóåìóþïðåäûäóùèì àíàëèçîì. �åîìåòðè÷åñêè ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî íè îäèíâåêòîð èç èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà span {s1, . . . , sj} íå îðòîãîíà-ëåí ê ïîäïðîñòðàíñòâó span {e1, . . . , ej}, íàòÿíóòîìó íà ïåðâûå j ñòîëáöîâìàòðèöû Z0 = I. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî Zk � êâàäðàòíàÿ îðòîãîíàëüíàÿìàòðèöà. Ïîýòîìó ìàòðèöû A è Ak = ZT

k AZk ïîäîáíû. Ïîëîæèì
Zk = [Z1k Z2k],ãäå Z1k ñîñòîèò èç p ñòîëáöîâ. Òîãäà

Ak = ZT
k AZk =

[
ZT

1k

ZT
2k

]
A [Z1k Z2k] =

=

[
ZT

1kAZ1k ZT
1kAZ2k

ZT
2kAZ1k ZT

2kAZ2k

]
.Ïîñêîëüêó ïîäïðîñòðàíñòâî span {Z1k} ñõîäèòñÿ ê èíâàðèàíòíîìó ïîä-ïðîñòðàíñòâó ìàòðèöû A, òî è span {AZ1k} ñõîäèòñÿ ê òîìó æå ñàìîìóïîäïðîñòðàíñòâó, à ZT

2kAZ
T
1k ñõîäèòñÿ ê ZT

2kZ1k = 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñêàçàí-íîå ñïðàâåäëèâî äëÿ êàæäîãî p < n, çàêëþ÷àåì, ÷òî âñå ïîääèàãîíàëüíûåýëåìåíòû ìàòðèöû Ak ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, Ak ñõîäèòñÿ êâåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöå, ò.å. ê ìàòðèöå Øóðà.Òåîðåìà 9.4. Ïóñòü Ak � ìàòðèöû, âû÷èñëÿåìûå â QR-àëãîðèòìå(9.1), (9.2). Òîãäà
Ak = ZT

k AZk,ãäå Zk � ìàòðèöû, âû÷èñëÿåìûå îäíîâðåìåííûìè èòåðàöèÿìè (9.5),(9.6), èñõîäÿ èç Z0 = I. Òàêèì îáðàçîì, åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿèìåþò ðàçëè÷íûå ìîäóëè, òî ìàòðèöû Ak ñõîäÿòñÿ ê âåðõíåé �îðìåØóðà.Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî íîìåðó èòå-ðàöèè k. Ïðè k = 0 ìàòðèöà A0 = A, à Z0 = I. Òàê ÷òî
A0 = ZT

0 AZ0.



9.1. ÓÑÊÎ�ÅÍÈÅ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ QR-ÀË�Î�ÈÒÌÀ 123Ïóñòü
Ak = ZT

k AZk.Ñîãëàñíî (9.5), (9.6)
AZk = Zk+1Rk+1,ãäå Zk+1 è Rk+1 � ñîîòâåòñòâåííî îðòîãîíàëüíàÿ è âåðõíåòðåóãîëüíàÿìàòðèöû. Íî òîãäà

Ak = ZT
k AZk = ZT

k Zk+1Rk+1.Ïîñêîëüêó Zk è Zk+1 � îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû, òî
Qk+1 = ZkZk+1� òîæå îðòîãîíàëüíàÿ, è ïðåäøåñòâóþùåå ñîîòíîøåíèå ïðèíèìàåò âèä:
Ak = Qk+1Rk+1,ò.å. ìû íàøëè QR-�àêòîðèçàöèþ (9.2) ìàòðèöû Ak. Òåïåðü, ïðèíèìàÿ âîâíèìàíèå, ÷òî
Rk+1 = ZT

k+1AZk,êàê è â (9.1), áóäåì èìåòü
ZT

k+1AZk+1 = ZT
k+1A

(
ZkZ

T
k

)
Zk+1 =

(
ZT

k+1AZk

)
ZT

k Zk+1 =

= Rk+1Z
T
k Zk+1 = Rk+1Qk+1 =: Ak+1.Òåîðåìà äîêàçàíà.9.1 Óñêîðåíèå ñõîäèìîñòè QR-àëãîðèòìàÏóñòü H � ìàòðèöà Õåññåíáåðãà, ïîëó÷åííàÿ èç ìàòðèöû A, ñ òåì, ÷òîáûïðèìåíèòü ê íåé QR-àëãîðèòì äëÿ îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.Îïðåäåëåíèå 9.2. Ìàòðèöà Õåññåíáåðãà íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìîé, åñ-ëè âñå åå ïîääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû hi+1,i, i = 1, 2, . . . , n − 1 îòëè÷íûîò íóëÿ.Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî p, 1 6 p 6 n− 1, ýëåìåíò hp+1,p = 0, òî ìàòðèöàÕåññåíáåðãà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â áëî÷íî-òðåóãîëüíîì âèäå
H =

[
H11 H12

H22

]
,



124 9. QR - ÀË�Î�ÈÒÌãäå H11 è H22 � ìàòðèöû Õåññåíáåðãà ïîðÿäêîâ p è n−p, ñîîòâåòñòâåííî.Ïîñêîëüêó îáúåäèíåíèå ñïåêòðîâ ìàòðèöH11 èH22 ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîììàòðèöû H, òî çàïëàíèðîâàííûå QR-èòåðàöèè ñ öåëüþ ýêîíîìèè òðóäî-çàòðàò ñëåäóåò ïðîâîäèòü íå ñ H, à ïî îòäåëüíîñòè ñ H11 è H22. Ïîýòîìó âäàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöà H ÿâëÿåòñÿíåðàçëîæèìîé.Çàìå÷àíèå 9.3. Åñëè âûøåóêàçàííîå ÷èñëî p = n − 1, ò.å. íóëåâûìïîääèàãîíàëüíûì ýëåìåíòîì ìàòðèöûH ÿâëÿåòñÿ hn,n−1, òî ïîðÿäîê ìàò-ðèöû H22 ðàâåí åäèíèöå, è åå åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, êîòîðîåòàêæå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàò-ðèöû H, ñîâïàäàåò ñ åå åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì hn,n. Îòñþäà ìîæíîïðåäïîëîæèòü, ÷òî, åñëè hn,n−1 ìàë, òî hn,n áëèçîê ê ìèíèìàëüíîìó ïîìîäóëþ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ìàòðèöû H .�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èòåðàöèé QR-àëãîðèòìà äëÿ õåññåí-áåðãîâîé ìàòðèöûH ñ ýëåìåíòàìè hi,j. Ïóñòü λ1, λ2, . . . , λn � ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ ìàòðèöû H, óïîðÿäî÷åííûå òàê, ÷òî
|λ1| > |λ2| > · · · > |λn|.Åñëè âñå íåðàâåíñòâà ñòðîãèå, òî, â ñèëó òåîðåìû 9.4 î ñõîäèìîñòè QR-àëãîðèòìà, ýëåìåíòû

h
(k)
i+1,i, i = 1, 2, . . . , n− 1ìàòðèöûHk ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè k → ∞. Ïðè ýòîì ñêîðîñòü ñòðåìëåíèÿê íóëþ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé è îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèÿìè |λi+1/λi|. Åñëèäëÿ êàêèõ-òî i ìîäóëè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λi è λi+1 îòëè÷àþòñÿ ìàëî,òî ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû h

(k)
i+1,i ê íóëþ áóäóò ñòðåìèòüñÿ ìåäëåííî.Îäíàêî, ìû ìîæåì óëó÷øèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, óìåíüøàÿ îäíî èëèíåñêîëüêî îòíîøåíèé |λi+1/λi|. Ñäåëàòü ýòî ìîæíî ïðè ïîìîùè ñäâèãàñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.Ñäâèíóòàÿ ìàòðèöà, ò.å. ìàòðèöà H − ρI èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

λ1 − ρ, λ2 − ρ, . . . , λn − ρ. (9.7)Åñëè ìû ïåðåíóìåðóåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî
|λ1 − ρ| > |λ2 − ρ| > · · · > |λn − ρ|, (9.8)òî îòíîøåíèÿìè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, îòâå÷àþùèìè H − ρI, áóäóò

|(λi+1 − ρ)/(λi − ρ)|, i = 1, 2, . . . , n− 1.



9.1. ÓÑÊÎ�ÅÍÈÅ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ QR-ÀË�Î�ÈÒÌÀ 125Íà ñàìîì äåëå, ñäåëàòü äåéñòâèòåëüíî ìàëûì ìîæíî ëèøü îòíîøåíèå
|(λn − ρ)/(λn−1 − ρ)|.Ïðè óñëîâèè λn 6= λn−1 åãî ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê íóëþ,åñëè âûáðàòü ρ î÷åíü áëèçêèì ê λn.Çàìåòèì, ÷òî λi â (9.7) � ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå λi â (9.8), èáî ìû ïîñëåñäâèãà ïðîèçâåëè ïåðåíóìåðàöèþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïîýòîìó â ðîëè

λn èç (9.8) ìîæåò âûñòóïàòü ëþáîå λi èç (9.7), ê êîòîðîìó àïðèîðè ìûìîæåì íàéòè õîðîøåå ïðèáëèæåíèå.Åñëè ìû ýòî ñäåëàåì è ïðèìåíèì QR-àëãîðèòì ê ñäâèíóòîé ìàòðèöå
H−ρI, òî â íîâîì èòåðàöèîííîì ïðîöåññå ýëåìåíò h(k)

n,n−1 áóäåò ñòðåìèòüñÿê íóëþ î÷åíü áûñòðî. Êàê òîëüêî îí ñòàíåò äîñòàòî÷íî ìàëûì, åãî ìîæíîáóäåò ðàññìàòðèâàòü ïðàêòè÷åñêè ðàâíûì íóëþ. Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå
QR-èòåðàöèé ìàòðèöà Hk ïðèáëèæàåò �îðìó Øóðà ìàòðèöû H − ρI.Ôîðìó Øóðà ìàòðèöû H áóäåò ïðèáëèæàòü ìàòðèöà

Hk + ρI =




Ĥk | ∗
| ...
| ∗

− − − | −
0 . . . 0 | h

(k)
n,n


Ýòà ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ áëî÷íî-òðåóãîëüíîé, è ïîýòîìó åå ñîáñòâåííûìèçíà÷åíèÿìè áóäóò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Âk è ÷èñëî hn,n.Åñëè ïîìèìî hn,n òðåáóåòñÿ íàéòè è îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿìàòðèöû A, òî äàëüíåéøèå QR-èòåðàöèè ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ñ õåññåí-áåðãîâîé ìàòðèöåé Ĥk ðàçìåðà (n − 1) × (n − 1), ÷òî â êîíöå êîíöîâïðèâåäåò ê ñóùåñòâåííîìó óìåíüøåíèþ òðóäîçàòðàò.×òîáû ïðèìåíèòü ýòè ñîîáðàæåíèÿ, íóæíî èìåòü õîðîøèå ïðèáëèæå-íèÿ ê ñîáñòâåííûì ÷èñëàì. Êàê ìîæíî íàéòè ýòè ïðèáëèæåíèÿ? Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî ñíà÷àëà ìû äåëàåì íåñêîëüêî QR-èòåðàöèé áåç ñäâèãà. ×åðåçíåêîòîðîå âðåìÿ ìàòðèöû íà÷íóò ïðèîáðåòàòü òðåóãîëüíûé âèä, à ýëå-ìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè áóäóò ïðèáëèæàòüñÿ ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì.Â ÷àñòíîñòè, h(k)

n,n áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ê λn � íàèìåíüøåìó ïî ìîäóëþñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ìàòðèöû A. Ïîýòîìó ðàçóìíî â êàêîé-òî ìîìåíòïîëîæèòü ρ = h
(k)
n,n (ñäâèã �ýëåÿ) è ïîñëåäóþùèå èòåðàöèè âûïîëíÿòüäëÿ ñäâèíóòîé ìàòðèöû Hk − ρI. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ìîæíî ñäåëàòü åùåëó÷øå. Ñ êàæäûì øàãîì ìû ïîëó÷àåì âñå ëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ ê λn.



126 9. QR - ÀË�Î�ÈÒÌÍåò íèêàêèõ ïðè÷èí, ìåøàþùèõ íàì îáíîâëÿòü ÷àñòî çíà÷åíèå ñäâèãà,÷òîáû óëó÷øèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Íà ñàìîì äåëå, ìû ìîæåì âûáè-ðàòü íîâûé ñäâèã íà êàæäîì øàãå. Èìåííî ýòî è äåëàåò QR-àëãîðèòì ñîñäâèãîì:
Ak−1 − ρk−1I = QkRk, RkQk + ρk−1I = Ak.Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãåíåðèðóåò ìàòðèöû, ïîäîáíûå A. Â ñàìîì äåëå,
Ak = RkQk + ρk−1I = QT

k [QkRkQk + ρk−1Qk] =

= QT
k [QkRk + ρk−1I]Qk = QT

kAk−1Qk.Íà êàæäîì øàãå ρk−1 âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû îíî ÿâëÿëîñü ïðèáëèæåíèåìñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, ïîÿâëÿþùåãîñÿ â ïðàâîì íèæíåì óãëó ìàòðèöû.Òåîðåìà 9.5. Ïóñòü µ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå íåïðèâîäèìîé õåññåí-áåðãîâîé ìàòðèöû H ðàçìåðà n× n. Òîãäà, åñëè
H − µI = QR,òî ó ìàòðèöû
H̃ = RQ+ µIâ ïîñëåäíåé ñòðîêå

hn,n−1 = 0, hn,n = µ.Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê H � íåïðèâîäèìàÿ õåññåíáåðãîâà ìàòðèöà,òî ïåðâûå (n−1) åå ñòîëáöîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìû (íèæíèé ëåâûé óãëîâîéìèíîð H ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëåì âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ñ ãëàâ-íîé äèàãîíàëüþ èç íåíóëåâûõ ÷èñåë). Òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ ìàòðèöû
H − µI ïðè ëþáîì µ. Ïîýòîìó, åñëè

QR = H − µIåñòü QR-ðàçëîæåíèå, òî ri,i 6= 0, i = 1, . . . , n−1. Íî, åñëè ìàòðèöà H−µIâûðîæäåííàÿ, òî
r1,1 . . . rnn = 0,è, ñëåäîâàòåëüíî, rn,n = 0. Çíà÷èò, ó ìàòðèöû R ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà íóëå-âàÿ, ðàâíî êàê è ó ìàòðèöû RQ. Ïîýòîìó ìàòðèöà
H̃ = RQ+ µIèìååò ïîñëåäíþþ ñòðîêó èç íóëåé è ÷èñëî µ â ïîñëåäíåé ïîçèöèè. Òåîðåìàäîêàçàíà.



9.1. ÓÑÊÎ�ÅÍÈÅ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ QR-ÀË�Î�ÈÒÌÀ 127Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ãîâîðèò î òîì, ÷òî, åñëè ìû ñäâèãàåì íà òî÷íîåñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òî â òî÷íîé àðè�ìåòèêå èñ÷åðïûâàíèå ïðîèñõîäèòíà ïåðâîì øàãå.Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî íå íàäî æäàòü, ïîêà a(m)
nn ñòàíåò õîðîøèì ïðè-áëèæåíèåì äëÿ λn: íè÷òî íå ìåøàåò íàì äåëàòü ñäâèãè íà ïåðâûõ æåøàãàõ.Ïðèìåð. �àññìîòðèì ìàòðèöó

A =

[
8 2
2 5

]
,ó êîòîðîé ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû

λ1 = 9 è λ2 = 4.Êîãäà QR-àëãîðèòì áåç ñäâèãà ïðèìåíÿåòñÿ ê A, ýëåìåíò a(k)
2,1 ñõîäèòñÿê íóëþ ëèíåéíî ñ êîý��èöèåíòîì λ2/λ1 = 4/9. Åñëè æå ïðèìåíèòü QR-àëãîðèòì ñî ñäâèãîì �ýëåÿ, òî ñëåäóåò ïîëîæèòü ρ0 = 5 è âûïîëíèòü

QR-øàã ñ ìàòðèöåé A − ρ0I. Ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ýòîé ìàòðèöûÿâëÿþòñÿ λ1 − 5 = 4 è λ2 − 5 = −1. Îòíîøåíèå |λ2 − ρ0|/|λ1 − ρ0| = 1/4,÷òî ìåíüøå 4/9, è ìîæíî îæèäàòü óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè äëÿ øàãà ñîñäâèãîì. Äàëåå,
A0 − ρ0I = Q1R1,ãäå

Q1 =
1√
3

[
3 2

2 −3

]
, R1 =

1√
3

[
13 6

0 4

]
.Òàêèì îáðàçîì,

A1 = R1Q1 + ρ0I =
1

13

[
51 8

8 −12

]
≈
[
8.9231 0.6154

0.6154 4.0769

]
.Íà ÷åòâåðòîì øàãå

A4 =


9.

14︷ ︸︸ ︷
0 . . .0 0.0 . . .0

0.0 . . .0 4.0 . . .0


Ïðèâåäåì äðóãîé ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ñòðàòåãèÿ �ýëåÿ íå âñåãäàñðàáàòûâàåò.Ïðèìåð. �àññìîòðèì ìàòðèöó

A =

[
2 1

1 2

]
,



128 9. QR - ÀË�Î�ÈÒÌñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà
λ1 = 3 è λ2 = 1.Ñäâèã �ýëåÿ ðàâåí ρ = 2, ÷òî íàõîäèòñÿ ðîâíî ïîñåðåäèíå ìåæäó ñîá-ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè. Ñäâèíóòàÿ ìàòðèöà A − ρI èìååò ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ ±1, êîòîðûå îäèíàêîâû ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Ïîñêîëüêó

A − ρI îðòîãîíàëüíàÿ, åå QR-ìíîæèòåëè ñóòü Q1 = A − ρI è R1 = I (Âñèëó "åäèíñòâåííîñòè"QR-ðàçëîæåíèÿ). QR-àëãîðèòì ñ òàêèì ñäâèãîìñõîäèòüñÿ íå áóäåò.Ïîñêîëüêó èòåðàöèè ñî ñäâèãîì �ýëåÿ èíîãäà îêàçûâàþòñÿ íåñîñòîÿ-òåëüíûìè, ïðåäïî÷òèòåëüíåå îêàçûâàåòñÿ äðóãîé ñäâèã � ñäâèã Óèëêèí-ñîíà, îïðåäåëÿåìûé êàê ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïîñëåäíåé 2×2 ïîäìàòðèöû
[
a

(k−1)
n−1,n−1 a

(k−1)
n−1,n

a
(k−1)
n,n−1 a

(k−1)
n,n

]
,áëèæàéøåå ê a(k−1)

n,n . Åñòü íàäåæäà, ÷òî ýòîò ñäâèã ëó÷øå ñäâèãà �ýëåÿ.Ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ ñëó÷àÿ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö èçâåñòíî, ÷òî QR-àëãîðèòì ñ ýòèì ñäâèãîì âñåãäà ñõîäèòñÿ.Äëÿ îáùèõ ìàòðèö âñå åùå îñòàþòñÿ î÷åíü ñïåöè�è÷åñêèå ñëó÷àè,êîãäà è ñäâèã Óèëêèíñîíà òåðïèò íåóäà÷ó.Ïðèìåð. Ïóñòü
A =




0 0 1

1 0 0
0 1 0


 .Ýòà âåðõíÿÿ õåññåíáåðãîâà ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, ñäâèã Óèë-êèíñîíà äëÿ íåå ðàâåí íóëþ, à QR-ðàçëîæåíèå íè÷åãî íå ìåíÿåò, êàê è âïðåäûäóùåì ïðèìåðå.Äëÿ ïîäàâëÿþùåãî ÷èñëà ìàòðèö ñòðàòåãèÿ ñäâèãà Óèëêèíñîíà ðàáî-òàåò î÷åíü õîðîøî. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî îáû÷íî òðåáóåòñÿ îò ïÿòè äî äå-ñÿòè QR-öèêëîâ, ïðåæäå ÷åì ïîÿâèòñÿ ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Ïî-ýòîìó â ñðåäíåì ïîñëåäóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ áóäóò âûÿâëÿòüñÿ çàìåíüøåå ÷èñëî èòåðàöèé. Îáû÷íî á�îëüøàÿ ÷àñòü ïîñëåäóþùèõ ñîáñòâåí-íûõ çíà÷åíèé ïîÿâëÿåòñÿ ïîñëå îäíîãî-äâóõ øàãîâ. Â ñðåäíåì òðåáóåòñÿîò òðåõ äî ïÿòè èòåðàöèé íà ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Äëÿ ñèììåòðè÷íûõìàòðèö äåëî îáñòîèò åùå ëó÷øå: òðåáóåòñÿ ëèøü îò äâóõ äî òðåõ èòåðàöèéíà ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Â ñèëó ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà QR-àëãîðèòì ñîñäâèãîì Óèëêèíñîíà íåêîòîðûå íàçûâàþò "ïðÿìûì"ìåòîäîì.



9.1. ÓÑÊÎ�ÅÍÈÅ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ QR-ÀË�Î�ÈÒÌÀ 129Ïî õîäó âûïîëíåíèÿ QR-èòåðàöèé èíîãäà ñëó÷àåòñÿ, ÷òî îäèí èç ïîä-äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (âíå ïîñëåäíåé ñòðîêè) ñòàíîâèòñÿ (ïðàêòè÷å-ñêè) ðàâíûì íóëþ. Äëÿ äåéñòâèòåëüíî áîëüøèõ ìàòðèö � ýòî îáû÷íîåÿâëåíèå. Âñÿêèé ðàç, êàê ýòî ïðîèñõîäèò, çàäà÷ó ìîæíî ðàçëîæèòü, ò.å.ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ìåíüøèå çàäà÷è. Ïóñòü, íàïðèìåð, a(k)
i−1,i = 0. Òîãäà

Ak èìååò âèä
Ak =

[
B11 B12

0 D22

]
,ãäå B11 ∈ Ri×i, B22 ∈ Rj×j, i + j = n. Òåïåðü ìîæíî íàéòè ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ B11 è B22.Èññëåäîâàííûé íàìè ðàíåå ñïîñîá óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ïðè ïîìîùèñäâèãîâ, êîòîðûå ìû âïðåäü áóäåì íàçûâàòü îäèíàðíûìè ñäâèãàìè, íåïîìîæåò íàì, åñëè íà î÷åðåäè ñòîèò êîìïëåêñíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå,à ñäâèãè ìû äåëàåì äåéñòâèòåëüíûìè (êàê ïðè ñòðàòåãèè �ýëåÿ). Åñëèæå ñäâèãè äåëàòü êîìïëåêñíûìè(êîòîðûå ìîãóò ïîÿâèòüñÿ èç ñòðàòåãèèÓèëêèíñîíà), òî íóæíî âðîäå áû ïåðåõîäèòü ê êîìïëåêñíîé àðè�ìåòèêå,÷åãî äåëàòü ïî èçâåñòíûì ïðè÷èíàì íå õî÷åòñÿ. Ïîñêîëüêó êîìïëåêñíîåñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ó äåéñòâèòåëüíîé ìàòðèöû ïîÿâëÿåòñÿ â ïàðå ñ êîì-ïëåêñíî ñîïðÿæåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì (îíè èìåþò îäèíàêîâûåìîäóëè), òî åñòåñòâåííî ýòó ïàðó ïîïûòàòüñÿ íàõîäèòü îäíîâðåìåííî. Èñäåëàòü ýòî ìîæíî ñ èñïîëüçîâàíèåì äâîéíîãî ñäâèãà.Ïóñòü A ∈ Rn×n � äåéñòâèòåëüíàÿ íåðàçëîæèìàÿ âåðõíÿÿ õåññåíáåð-ãîâà ìàòðèöà. �àññìîòðèì ïàðó QR-øàãîâ ñî ñäâèãàìè ρ è τ , êîòîðûåìîãóò áûòü êîìïëåêñíûìè:

A− ρI = QρRρ, RρQρ + ρI = Ǎ,

Ǎ− τI = QτRτ , RτQτ + τI = Â
(9.9).Òåîðåìà 9.6 (òåîðåìà "åäèíñòâåííîñòè"). Ïóñòü Q è P � äåéñòâè-òåëüíûå îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû, ïðåîáðàçóþùèå äåéñòâèòåëüíóþ ìàò-ðèöó A â íåðàçëîæèìóþ ìàòðèöó Õåññåíáåðãà

HQ = QTAQ, HP = P TAP. (9.10)Åñëè ïåðâûå ñòîëáöû ìàòðèö Q è P ñîâïàäàþò, òî íàéäåòñÿ äèàãî-íàëüíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà D (ò.å. äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ±1íà ãëàâíîé äèàãîíàëè) òàêàÿ, ÷òî
P = QD, HD = DHQD. (9.11)



130 9. QR - ÀË�Î�ÈÒÌÈíûìè ñëîâàìè, ìàòðèöû Q è P ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ ëèøü çíàêàìèñòîëáöîâ, à õåññåíáåðãîâû ìàòðèöû HQ è HP � òîëüêî çíàêàìè âíå-äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D = QTP . Ïîñêîëüêó Q è P � îðòîãîíàëü-íûå ìàòðèöû, òî D òîæå îðòîãîíàëüíàÿ, ò.å. D−1 = DT . Åñëè ìû åùåäîêàæåì, ÷òî D ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé, òî îòñþäà áóäåòñëåäîâàòü åå äèàãîíàëüíîñòü â âèäå
D = diag {±1,±1, . . . ,±1}.Èòàê, íóæíî äîêàçàòü, ÷òî D åñòü âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Ïðè-íèìàÿ âî âíèìàíèå (9.10), íàõîäèì, ÷òî

HQD = (HQQ
T )P = QT (AP ) = (QTP )HP = DHP ,ò.å.HQD = DHP . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåçWj ñòîëáåöñ íîìåðîì j ìàòðèöû W )

HQDj = (HQD)j = (DHP )j. (9.12)Ïóñòü di,k è hk,j ñóòü ýëåìåíòû ìàòðèö D è HP , ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäàäëÿ ýëåìåíòà (i, j) ìàòðèöû DHP èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå
(DHP )i,j =

n∑

k=1

di,khk,j =

j+1∑

k=1

di,khk,j,à äëÿ åå j-ãî ñòîëáöà �
(DHP )j =

j+1∑

k=1

hk,jDk = hj+1,j ·Dj+1 +

j∑

k=1

hk,jDk.Ïîýòîìó, ñ ó÷åòîì (9.12)
hj+1,j ·Dj+1 = HQDj −

j∑

k=1

hk,jDk. (9.13)Íàïîìíèì, ÷òî hj+1,j îòëè÷íû îò íóëÿ, èáî ìàòðèöà HP íåðàçëîæèìàÿ.Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû D åå ïåðâûé ñòîëáåö D1 = QTP1. Òàê êàêñòðîêè QT îðòîãîíàëüíû, à QT
1 = P1, òî
D1 = [10 . . .0]T .



9.1. ÓÑÊÎ�ÅÍÈÅ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ QR-ÀË�Î�ÈÒÌÀ 131Ìû äîêàçàëè, ÷òî ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû D èìååò âèä ïåðâîãî ñòîëáöàâåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû. Ïóñòü ýòî âåðíî äëÿ j-ãî ñòîëáöà Dj.Äîêàæåì, ÷òî ýòî áóäåò âåðíî è äëÿ Dj+1. Äëÿ ýòîãî îáðàòèìñÿ ê åãîïðåäñòàâëåíèþ (9.13). Ïîñêîëüêó ëèøü ïåðâûå j ýëåìåíòîâ ñòîëáöà Djîòëè÷íû îò íóëÿ, òî
hj+1,jDj+1 =

j∑

i=1

di,j(HQ)i −
j∑

k=1

hk,jDk.Îòñþäà è ñëåäóåò, ÷òî
Dj+1 = [d1,j+1d2,j+1 . . . dj+1,j+10 . . . 0]T .Óòâåðæäàåìûå òåîðåìîé ñâîéñòâà ìàòðèöû D óñòàíîâëåíû. Èç ïåðâîãîñîîòíîøåíèÿ (9.11) è âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (9.10) ñëåäóåò âòîðîå ñîîòíî-øåíèå (9.11). Ïîñêîëüêó òåïåðü

hij = dii(hQ)ijdjj,òî òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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10�àçíîñòíûå óðàâíåíèÿ
Ïóñòü y(n) = yn � �óíêöèÿ öåëî÷èñëåííîãî àðãóìåíòà n ∈ Z. Áóäåì ååíàçûâàòü ñåòî÷íîé �óíêöèåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç∇ (íàáëà) îïåðàòîð ëåâîéêîíå÷íîé ðàçíîñòè (ðàçíîñòè íàçàä), ò.å.

∇yn = yn − yn−1. (10.1)Ñòåïåíü îïåðàòîðà ∇ îïðåäåëèì ðåêóððåíòíûì îáðàçîì
∇k = ∇(∇k−1). (10.2)Ïóñòü a(n), b(n), c(n), d(n) è f(n) � çàäàííûå ñåòî÷íûå �óíêöèè. �àñ-ñìîòðèì óðàâíåíèå

a(n)∇3yn + b(n)∇2yn + c(n)∇yn + d(n)yn = f(n) (10.3)îòíîñèòåëüíî ñåòî÷íîé �óíêöèè yn. Óðàâíåíèå (10.3) íàçûâàåòñÿ ðàç-íîñòíûì óðàâíåíèåì. �àçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïîâòîðÿþò ñâîé-ñòâà ïîñëåäíèõ. Êàê è â ñëó÷àå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âàæíûìÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ïîðÿäêà ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè a(n) 6= 0, òîêàçàëîñü áû åñòåñòâåííûì îáúÿâèòü ïîðÿäêîì óðàâíåíèÿ (10.3) ÷èñëîòðè. Îäíàêî ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè ïîðÿäêà ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ íàñæäóò íåïðèÿòíîñòè. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ïîëîæèì â (10.3) a(n) = 1,
b(n) = 0, c(n) = −3, d(n) = 2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∇3yn − 3∇yn + 2yn = f(n). (10.4)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (10.1) è (10.2), íàõîäèì, ÷òî
∇yn = yn − yn−1, ∇3yn = yn − 3yn−1 + 3yn−2 − yn−3,133



134 10. �ÀÇÍÎÑÒÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßà, ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â (10.4), áóäåì èìåòü
yn − 3yn−1 + 3yn−2 − yn−3 − 3yn + 3yn−1 + 2yn = f(n)èëè

3yn−2 − yn−3 = f(n). (10.5)Ââîäÿ íîâûé èíäåêñ m = n− 2, óðàâíåíèå (10.5) ïðåîáðàçóåì ê âèäó
3ym − ym−1 = f(m+ 2). (10.6)Ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ (10.4), è íàçâàòü åãî ðàçíîñòíûìóðàâíåíèåì òðåòüåãî ïîðÿäêà ïðîñòî íå ïîâîðà÷èâàåòñÿ ÿçûê. È äåëî,êîíå÷íî, íå ïðîñòî â íàçâàíèè. Îò óäà÷íî ââåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ çàâè-ñèò ïðîñòîòà ïîñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé, èñïîëüçóþùèõ ýòî îïðåäåëåíèå.Ïîñêîëüêó çàïèñü (10.3) íå ñîäåðæèò ÿâíûì îáðàçîì èí�îðìàöèè î ÷èñëå,êîòîðûì ñëåäîâàëî áû îïðåäåëèòü ïîðÿäîê ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ, òîáóäåì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå çàïèñûâàòü â âèäå

Φ(n, yn, yn−1, . . . , yn−k) = 0. (10.7)Îïðåäåëåíèå 10.1. Óðàâíåíèå (10.7) íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòíûì óðàâíå-íèåì.Îïðåäåëåíèå 10.2. �àçíîñòíîå óðàâíåíèå (10.7), åñëè îíî ÿâíî çàâèñèòîò yn è îò yn−k, íàçûâåòñÿ óðàâíåíèåì k-ãî ïîðÿäêà.Îïðåäåëåíèå 10.3. �àçíîñòíîå óðàâíåíèå k-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ëè-íåéíûì, åñëè îíî ëèíåéíî çàâèñèò îò yn, yn−1, . . . , yn−k.Ìû áóäåì èçó÷àòü òîëüêî ëèíåéíûå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûåáóäåì çàïèñûâàòü â âèäå
k∑

j=0

αj(n)yn−j = f(n), n ∈ Z. (10.8)Ïîêà ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óðàâíåíèå (10.8) çàäàíî ïðè âñåõ n ∈ Z.Óðàâíåíèå (10.8) áóäåò óðàâíåíèåì k-ãî ïîðÿäêà, åñëè êîý��èöèåíòû
α0(n) è αk(n) íå îáðàùàþòñÿ â íóëü íè ïðè îäíîì n ∈ Z.Îïðåäåëåíèå 10.4. Ñåòî÷íàÿ �óíêöèÿ yn, n ∈ Z íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåìóðàâíåíèÿ (10.8), åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå åå â (10.8) ïîñëåäíåå ïðåâðàùàåòñÿâ òîæäåñòâî.



10.1. �ÀÇÍÎÑÒÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÏÅ�ÂÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ 135Îïðåäåëåíèå 10.5. Ñåòî÷íàÿ �óíêöèÿ yn, n ∈ Z íàçûâàåòñÿ îáùèìðåøåíèåì ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (10.8), åñëè â íåé ñîäåðæèòñÿ ëþáîåðåøåíèå (10.8).Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü êàêîå-ëèáî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.8) (÷àñò-íîå ðåøåíèå) äîñòàòî÷íî óêàçàòü åãî çíà÷åíèÿ â ëþáûõ k ïîñëåäîâàòåëü-íûõ òî÷êàõ, íàïðèìåð, n0, n0 + 1, . . . , n0 + k − 1.10.1 Ëèíåéíûå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãîïîðÿäêàÝòè óðàâíåíèÿ èìåþò âèä
α0(n)yn + α1(n)yn−1 = f(n). (10.9)Ïîñêîëüêó α0(n) 6= 0, òî íà ýòîò êîý��èöèåíò óðàâíåíèå ìîæíî ïîäåëèòü.Ïóñòü α1(n)/α0(n) = −qn 6= 0, à f(n)/α0(n) ñíîâà îáîçíà÷èì ÷åðåç f(n) =

fn. Òîãäà ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà (10.9) ìîæíî ïåðåïèñàòüòàê
yn = qnyn−1 + fn. (10.10)�àçðåøèòü ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå � çíà÷èò âûðàçèòü yn ÷åðåç èçâåñò-íûå âåëè÷èíû. ×òîáû ìîæíî áûëî ðåøèòü (10.10), íóæíî çàäàòü íà÷àëü-íîå óñëîâèå

y0 = a. (10.11)Èñïîëüçóÿ òåïåðü ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (10.10), ìîæíî ïîñëåäîâà-òåëüíî îïðåäåëèòü yn ïðè âñåõ ïîñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ n:
y1 = q1y0 + f1 = q1a+ f1,

y2 = q2y1 + f2 = q2(q1a+ f1) + f2 = q1q2a+ q2f1 + f2è ò.ä.×àñòî áûâàåò ïîëåçíî èìåòü íå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîñëå-äîâàòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ, à íåêîòîðóþ �îðìóëó, ïðåäñòàâëÿ-þùóþ ðåøåíèå. Íàéäåì ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (10.10). Äëÿýòîãî ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îòâå÷àþùåå åìó îäíîðîäíîå óðàâíåíèå
yn = qnyn−1 (10.12)



136 10. �ÀÇÍÎÑÒÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßè íàéäåì åãî ðåøåíèå. Èìååì
y1 = q1y0,
y2 = q2y1,

. . . . . . . . . . . . . .
yn = qnyn−1.Ïåðåìíîæàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà è ñîêðàùàÿ ëåâóþ èïðàâóþ ÷àñòè íà y1y2 . . . yn−1, ïîëó÷èì

yn = q1 . . . qny0 = y0

n∏

j=1

qj. (10.13)Âåëè÷èíà y0 åñòü íà÷àëüíîå çíà÷åíèå yn è ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñòî-ÿííîé. �åøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (10.12) íàéäåíî.Çàìå÷àíèå 10.1. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äè��åðåí-öèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà çàïèñàòü â âèäå y′ = P (x)y, òî åãîîáùåå ðåøåíèå ïðèìåò âèä
y(x) = c exp





x∫

0

P (ξ)dξ



 .Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ (10.10). Åãî ðåøåíèåáóäåì èñêàòü, èñïîëüçóÿ ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (10.12), ìåòîäîìâàðèàöèè ïîñòîÿííîé. Ïóñòü

◦
yn =

n∏

j=1

qj. (10.14)Ýòî � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.12), à c ◦
yn � åãî îáùåå ðåøåíèå. Çàñòàâèìêîý��èöèåíò c çàâèñåòü îò n è â òàêîì âèäå áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâ-íåíèÿ (10.10)

yn = cn
◦
yn. (10.15)Ïîäñòàâëÿÿ (10.15) â (10.10), ïîëó÷èì

cn
◦
yn = qncn−1

◦
yn−1 + fn.Èç (10.12) ◦

yn = qn
◦
yn−1 è ïîýòîìó

cn
◦
yn = cn−1

◦
yn + fn,



10.1. �ÀÇÍÎÑÒÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÏÅ�ÂÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ 137ò.å.
cn = cn−1 + fn/

◦
yn.Îòñþäà

c1 = c0 + f1

/ ◦
y1,

c2 = c1 + f2

/ ◦
y2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

cn = cn−1 + fn

/ ◦
yn,Ñêëàäûâàÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, íàõîäèì, ÷òî

cn =
n∑

k=1

fk
◦
yk

+ c0,à ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (10.14), áóäåì èìåòü
cn =

n∑

k=1

fk

k∏

j=1

q−1
j + c0.Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (10.15), ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîä-íîãî óðàâíåíèÿ (10.10)

yn =

n∏

j=1

qj

(
c+

n∑

k=1

fk

k∏

j=1

q−1
j

)
. (10.16)Çàìå÷àíèå 10.2. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå äè��åðåí-öèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà çàïèñàòü â âèäå y′ = P (x)y + f(x),òî åãî îáùåå ðåøåíèå ïðèìåò âèä

y(x) = exp





x∫

0

P (ξ)dξ






c+

x∫

0

f(η) exp



−

η∫

0

P (ξ)dξ



 dη


 .Åñëè êîý��èöèåíò qn = onst = q, òî èç (10.16) íàõîäèì, ÷òî

yn = qn

(
c+

n∑

k=1

fkq
−k

)
, (10.17)à åñëè è fn = onst = f , òî ïðè q 6= 1

yn = qn

(
c+ f

n∑

k=1

q−k

)
= qn

(
c+ f

q−1 − q−n−1

1 − q−1

)
= cqn + f

1 − qn

1 − q
.(10.18)



138 10. �ÀÇÍÎÑÒÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß10.2 Ëèíåéíûå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ k-ãî ïîðÿäêà ñïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìèÅñëè êîý��èöèåíòû αj(n) èç (10.8) íå çàâèñÿò îò n, òî ìû èìååì ðàç-íîñòíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè
k∑

j=0

αjyn−j = fn, n ∈ Z, α0αk 6= 0. (10.19)�åøåíèå îòâå÷àþùåãî (10.19) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
k∑

j=0

αjyn−j = 0 (10.20)ìîæíî èñêàòü â âèäå
yn = qn, q 6= 0

(ñð. ñ y(x) = eλx
)
, (10.21)ãäå q = onst 6= 0. Ïîäñòàâëÿÿ (10.21) â (10.20), ïîëó÷èì

qn−k
k∑

j=0

αjq
k−j = 0.Íà qn−k ìîæíî ñîêðàòèòü, â ðåçóëüòàòå ÷åãî äëÿ îòûñêàíèÿ q ïîëó÷èìàëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ñòåïåíè k

α0q
k + α1q

k−1 + · · · + αk−1q + αk = 0, (10.22)íàçûâàåìîå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì, îòâå÷àþùèì ðàçíîñòíîìóóðàâíåíèþ (10.20).Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (10.22) èìååò ðîâíî k êîðíåé, âêëþ÷àÿêðàòíûå è êîìïëåêñíûå. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç
q1, q2, . . . , qk. (10.23)Î÷åâèäíî, ÷òî ñåòî÷íûå �óíêöèè

qn
l , l = 1, . . . , k (10.24)ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (10.20).Èìååò ìåñòî



10.2. �ÀÇÍÎÑÒÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß K-�Î ÏÎ�ßÄÊÀ 139Òåîðåìà 10.1. Åñëè êîðíè (10.23) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (10.22)ïðîñòûå, òî ðåøåíèÿ (10.24) ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (10.20) ëèíåéíî íåçà-âèñèìû, à îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä
yn =

k∑

l=1

clq
n
l .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè(10.24) ïðè k = 2. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ïóñòü

c1q
n
1 + c2q

n
2 ≡ 0, |c1| + |c2| 6= 0.Íî òîãäà è

c1q
n−1
1 + c2q

n−1
2 = 0.�àññìîòðèì ýòè äâà òîæäåñòâà êàê ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ

c1 è c2. Íàõîäèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû
∆ =

∣∣∣∣
qn
1 qn

2

qn−1
1 qn−1

2

∣∣∣∣ = (q1q2)
n−1(q1 − q2) 6= 0è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà èìååò ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå c1 = c2 = 0.Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.Çàìå÷àíèå 10.3. Åñëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî q = |q|eiϕ, ϕ 6= mπ, m ∈ Zÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷å÷êîãî óðàâíåíèÿ (10.22), êîý��èöèåíòûêîòîðîãî äåéñòâèòåëüíû, òî ÷èñëî q = |q|e−iϕ, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîåê q, òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (10.22), àíàðÿäó ñ êîìïëåêñíûìè ðåøåíèÿìè ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (10.20)

qn è q n (10.25)ðåøåíèÿìè óêàçàííîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ áóäóò è äåéñòâèòåëüíàÿ èìíèìàÿ ÷àñòè ðåøåíèé (10.25), ò.å.
|q|n cosnϕ, |q|n sinnϕ. (10.26)�åøåíèÿ (10.26), êàê è (10.25), ëèíåéíî íåçàâèñèìû.Ïðèìåð 10.1. Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

yn − 2 hαyn−1 + yn−2 = 0, α 6= 0.Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä
q2 − 2 hαq + 1 = 0,



140 10. �ÀÇÍÎÑÒÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßà åãî êîðíè ñóòü
q1,2 = hα±

√ h 2α− 1 = e±α.Ýòè êîðíè ðàçëè÷íûå, è ïîýòîìó
yn = c1e

αn + c2e
−αn.Òåîðåìà 10.2. Åñëè q åñòü êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ(10.22) êðàòíîñòè s > 1, òî ñåòî÷íàÿ �óíêöèÿ

Ps−1(n)qn,ãäå Ps−1(n) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí, ñòåïåíü êîòîðîãî íå âûøå s−1,ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (10.20). Ïðè ýòîì ðåøåíèÿ
nlqn, l = 0, . . . , s− 1ëèíåéíî íåçàâèñèìû.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ s = k = 2.Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî nqn åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.20) ïðè k = 2.Èìååì

α0nq
n + α1(n− 1)qn−1 + α2(n− 2)qn−2 =

= qn−2
[
(α0q

2 + α1q + α2)(n− 2) + q(2α0q + α1)
]

=

= qn−1(2α0q + α1) = 0,èáî 2α0q + α1 = (α0q
2 + α1q + α2)

′ è îáÿçàíî îáðàùàòüñÿ â íóëü íà êîðíåêðàòíîñòè äâà. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ðåøåíèé qn è nqn äîêàçûâàåòñÿòàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåé òåîðåìå.Òåîðåìà 10.3. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f(n) íåîäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâ-íåíèÿ (10.19) èìååò âèä Pm(n)
◦
q

n, ãäå Pm(n) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m, à
◦
q ÿâëÿåòñÿ s-êðàòíûì, s > 0, êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ(10.22), òî óðàâíåíèå (10.19) èìååò ðåøåíèå âèäà

y(n) = nsQm(n)
◦
q

n
. (10.27)Äîêàçàòåëüñòâî ñìîòðè, íàïðèìåð, â [9℄.Òåîðåìà 10.4. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f(n) íåîäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâ-íåíèÿ (10.19) ïðåäñòàâèìà â âèäå f1(n) + f2(n), à y(k)

n , k = 1, 2, åñòüðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ f
(n)
k , òî yn = y

(1)
n + y

(2)
2 .



10.3. ÑÈÑÒÅÌÛ �ÀÇÍÎÑÒÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ 141Óïðàæíåíèå 10.1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãîóðàâíåíèÿ
yn − 2yn−1 + yn−2 = n(1 + 2n).Îòâåò.

yn = c1 + c2n+
1

6
(n+ 3)n2 + (n− 2)2n+2.10.3 Ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé�àññìîòðèì ñèñòåìó äâóõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèéïåðâîãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè �óíêöèÿìè

un = a11un−1 + a12vn−1,

vn = a12un−1 + a22vn−1,
n ∈ Z, (10.28)ãäå aij , i, j = 1, 2 � ïîñòîÿííûå. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð-�óíêöèþ

y(n) = [un vn]
Tè ìàòðèöó

A =

[
a11 a12

a21 a22

]
,êîòîðóþ áóäåì ïðåäïîëàãàòü íåâûðîæäåííîé, detA 6= 0. Èñïîëüçóÿ ââå-äåííûå îáîçíà÷åíèÿ, ñèñòåìó (10.28) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âåêòîðíîì âèäå

y(n) = Ay(n− 1), detA 6= 0, èëèA−1y(n) = y(n− 1). (10.29)Â çàïèñè (10.29) ìîæíî çàáûòü, ÷òî y(n) áûë äâóìåðíûé âåêòîð, à A �ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà. Áóäåì ìûñëèòü ñèñòåìó (10.29) êàê ñèñòåìó
m-ãî ïîðÿäêà. �åøåíèå ýòîé ñèñòåìû áóäåì èñêàòü â âèäå

y(n) = ξqn (10.30)ãäå q = onst 6= 0, à ξ � íåíóëåâîé m-ìåðíûé âåêòîð. Ïîäñòàâëÿÿ (10.30)â (10.29), ïîëó÷èì
ξqn = Aξqn−1,à ñîêðàùàÿ íà qn−1 6= 0, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå
ξq = Aξ.



142 10. �ÀÇÍÎÑÒÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÝòà ñèñòåìà îäíîðîäíà, è, ÷òîáû ó íåå áûëè íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ,îïðåäåëèòåëü åå ìàòðèöû äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ
∣∣ A− qI

∣∣= 0. (10.31)Óðàâíåíèå (10.31) � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (10.29) �ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì m-îé ñòåïåíè. Åñëè âñå åãî êîðíè
qk � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A � ðàçëè÷íû, òî ñîîòâåòñòâóþùèåñîáñòâåííûå âåêòîðû ξk ëèíåéíî íåçàâèñèìû, è îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû(10.29) ïðèíèìàåò âèä

y(n) =

m∑

k=1

ckξkq
n
k . (10.32)Ìàòðèöà A ìîæåò èìåòü ïîëíûé íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõâåêòîðîâ è ïðè íàëè÷èè êðàòíûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ(10.31). È â ýòîì ñëó÷àå îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (10.29) èìååò âèä (10.32).Åñëè æå ó êàíîíè÷åñêîé �îðìû ìàòðèöû A èìåþòñÿ æîðäàíîâû êëåòêè,òî äëÿ îòûñêàíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (10.29) íóæíî ïîñòóïàòü òàêæå, êàê è â ñëó÷àå ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íà ýòîì ìûîñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.Óïðàæíåíèå 10.2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (10.29) ñ ìàòðèöåé

A =

[
−1 −1
1 −1

]Îòâåò.
y(n) =




c1



− sin

3πn

4

cos
3πn

4


+ c2




cos
3πn

4

sin
3πn

4







qn/2.

10.4 �àçíîñòíàÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿÄî ñèõ ïîð ìû îáñóæäàëè âîïðîñû îòûñêàíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ ðàçíîñò-íîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå çàâèñèò îò k ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, åñëèóðàâíåíèå èìååò ïîðÿäîê k. ×òîáû âûäåëèòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ðàç-íîñòíîãî óðàâíåíèÿ, êàê è â ñëó÷àå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ k-ãîïîðÿäêà, íóæíî çàäàòü k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íà÷àëüíûõ èëè ãðàíè÷-íûõ óñëîâèé. Êàê è äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, äëÿ ðàçíîñòíîãîóðàâíåíèÿ ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.



10.4. ÇÀÄÀ×À ÍÀ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÇÍÀ×ÅÍÈß 143Çàéìåìñÿ ýòîé çàäà÷åé, ðåøåíèå êîòîðîé ïîíàäîáèòñÿ íàì ïðè äàëü-íåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ. Ïóñòü
−yn+1 + 2yn − yn−1 = λyn, n = 1, . . . , N − 1, y0 = yN = 0. (10.33)Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ (ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ), ïðèêîòîðûõ îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (10.33) èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ. Åñëèèñêëþ÷èòü èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (10.33) íåèçâåñòíîå y0, à èç ïîñëåäíåãîóðàâíåíèÿ � íåèçâåñòíîå yN , òî ïîëó÷èì îáû÷íóþ àëãåáðàè÷åñêóþ çàäà÷óíà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû

A =




2 −1
−1 2 −1

−1 2 −1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−1 2 −1

−1 2



,

ïîðÿäîê êîòîðîé ðàâåí N − 1. Ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íà, è ïîòîìó åå ñîá-ñòâåííûå çíà÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíû, à ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèåðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû â ñìûñëå ñêàëÿðíîãîïðîèçâåäåíèÿ
(v, w) :=

N−1∑

i=1

viwi.Íàéäåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è îòâå÷àþùèå èì ñîáñòâåííûå �óíêöèèçàäà÷è (10.33). Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (10.33) â âèäå
−yn+1 + 2(1 − λ/2)yn − yn−1 = 0, n = 1, . . . , N − 1è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

|1 − λ/2| 6 1, ò.å. 0 6 λ 6 4. (10.34)Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî α ìîæíî ïîëîæèòü
1 − λ/2 = cos(α/N) (10.35)è ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå òàê

yn+1 − 2 cos
α

N
yn + yn−1 = 0. (10.36)



144 10. �ÀÇÍÎÑÒÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÕàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, îòâå÷àþùåå óðàâíåíèþ (10.36), åñòü
q2 − 2 cos

α

N
q + 1 = 0,à åãî êîðíè ñóòü

q1,2 = cos
α

N
±
√

cos2
α

N
− 1 = cos

α

N
± i sin

α

N
= e±αi/N .Òåì ñàìûì,

yn = c1 sin
αn

N
+ c2 cos

αn

N
(10.37)åñòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.36). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ýòî ðåøåíèåóäîâëåòâîðÿëî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (10.34). Áóäåì èìåòü

y0 = c2 = 0, yN = c1 sinα = 0. (10.38)Ïîñêîëüêó c1 íå ìîæåò áûòü íóëåâûì, òî îòñþäà íàõîäèì, ÷òî sinα = 0è, ñëåäîâàòåëüíî,
α = kπ, k ∈ Z. (10.39)Èç (10.35) íàõîäèì

λ = λk = 2

(
1 − cos

kπ

N

)
= 4 sin2 kπ

2N
, k ∈ Z, (10.40)à èç (10.38) �

yn = y(k)
n = c1 sin

kπn

N
. (10.41)Ïðè k = 0 ðåøåíèå y(0)

n ≡ 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî λ0 = 0 íå ÿâëÿåòñÿñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì. Ïðè k = N ðåøåíèå y(N)
n = c sinNπ ≡ 0, è λNòîæå íå ìîæåò áûòü ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

λk = 4 sin2 kπ

2N
, k = 1, . . . , N − 1 (10.42)ðàçëè÷íû, èáî �óíêöèÿ sin t ïðè 0 < t < π/2 ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé.Ïîñêîëüêó èçó÷àåìàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷å íà ñîá-ñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðèöû (N −1) ïîðÿäêà, òî ñîîòíîøåíèÿ (10.42)çàäàþò âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (10.33). Ñîáñòâåííûå �óíêöèè

y(k)
n = c1 sin

kπn

N
, k = 1, . . . , N − 1 (10.43)
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‖y(k)

n ‖2 =
(
y(k)

n , y(k)
n

)
= c21

N−1∑

n=1

sin2 kπn

N
=

= c21

N−1∑

n=1

1 − cos
2kπn

N
2

= c21

[
N − 1

2
− 1

2

N−1∑

n=1

cos
2kπn

N

]
.Äàëåå,

N−1∑

n=1

cos
2kπn

N
= Re N−1∑

n=1

(
e

2ikπ
N

)n

= Re e2ikπ − e2ikπ/N

e2ikπ/N − 1
= −1.Òåì ñàìûì,

‖y(k)
n ‖2 = c21 N/2 = 1 ïðè c1 =

√
2/N, (10.44)à îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå �óíêöèè ñóòü

y(k)
n =

√
2/N sin

kπn

N
, k = 1, . . . , N − 1. (10.45)Èç (10.42) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðåäïîëîæåíèå(10.34) âûïîëíåíî. Ïîýòîìó â ðàññìîòðåíèè ïðîòèâîïîëîæíîãî ïðåäïî-ëîæåíèÿ ñìûñëà íåò.Óïðàæíåíèå 10.3. �åøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷å-íèÿ

− yn+1 + 2yn − yn−1, n = 1, . . . , N − 1,

− y1 + y0 +
λ

2
y0 = 0, yN − yN−1 +

λ

2
yN = 0.Îòâåò.

λk = 4 sin2 kπ

2N
, k = 0, . . . , N, y

(k)
n =

√
2/N cos

kπn

N
.



11Îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû
11.1 Îáùèå îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíûÔóíêöèþ ρ(x) 6≡ 0 áóäåì íàçûâàòü âåñîâîé �óíêöèåé íà èíòåðâàëå (−1, 1),åñëè íà ýòîì èíòåðâàëå îíà íåîòðèöàòåëüíà è èíòåãðèðóåìà.Ïóñòü íà (−1, 1) çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ

P0(x), P1(x), . . . , Pn(x), . . . , (11.1)â êîòîðîé êàæäûé ìíîãî÷ëåí Pn(x) èìååò ñòåïåíü n. Åñëè äëÿ ëþáûõäâóõ ìíîãî÷ëåíîâ èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
(Pm , Pn ) :=

1∫

−1

ρ(x)Pm(x)Pn(x)dx = 0, m 6= n,òî ìíîãî÷ëåíû (11.1) íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè íà (−1, 1) ñ âåñîì ρ(x).Ëåììà 11.1. Åñëè â ñèñòåìå èç (n+ 1) îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
P0(x), P1(x), . . . , Pn(x)êàæäûé ìíîãî÷ëåí Pk(x) èìååò ñòåïåíü k, òî âñÿêèé ìíîãî÷ëåí Qn(x)ñòåïåíè n ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå

Qn(x) = a0P0(x) + a1P1(x) + · · · + anPn(x). (11.2)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû Pk(x) èìåþò âèä
Pk(x) = c

(k)
0 + c

(k)
1 x+ · · · + c

(k)
k xk, c

(k)
k 6= 0,à ìíîãî÷ëåí

Qn(x) = c0 + c1x+ · · · + cnx
n.146



11.1. ÎÁÙÈÅ Î�ÒÎ�ÎÍÀËÜÍÛÅ ÌÍÎ�Î×ËÅÍÛ 147Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ â (11.2) è ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðèîäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ xk, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåá-ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ ak

c
(0)
0 a0 + c

(1)
0 a1 + c

(2)
0 a2 + . . . + c

(n)
0 an = c0,

c
(1)
1 a1 + c

(2)
1 a2 + . . . + c

(n)
1 an = c1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c
(n)
n an = cn.Ïî óñëîâèþ òåîðåìû êîý��èöèåíòû c

(k)
k ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ìíî-ãî÷ëåíîâ îòëè÷íû îò íóëÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìàèìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ëåììà äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 11.1. Óìíîæàÿ ñîîòíîøåíèå (11.2) íà ρ(x)Pk(x) è èíòåãðè-ðóÿ ðåçóëüòàò ïî èíòåðâàëó (−1, 1), ëåãêî íàõîäèì, ÷òî

ak =
(Pk , Qn )

‖Pk‖2
, ‖Pk‖2 = (Pk , Pk ).Ëåììà 11.2. Äëÿ âñÿêîé âåñîâîé �óíêöèè ρ(x) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîíîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ {Pn(x)},èìåþùèõ ïîëîæèòåëüíûé êîý��èöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè.Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì êîý��èöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè xìíîãî÷ëåíà Pn(x) ÷åðåç µn. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâåäåì ìåòîäîìïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Èìååì, P0(x) = µ0 > 0 è, ñëåäîâà-òåëüíî,

(P0 , P0 ) = µ2
0( 1 , 1 ) = 1.Ïîýòîìó

µ0 = 1/
√

( 1 , 1 )è ìíîãî÷ëåí P0(x) îïðåäåëåí.Ïóñòü îïðåäåëåíû îðòîíîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû
P0(x), P1(x), . . . , Pn−1(x).Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí Pn(x). Áóäåì åãî èñêàòü â âèäå Pn(x) = µnx

n +

Qn−1(x). Â ñèëó ëåììû 11.1 íàõîäèì, ÷òî
Pn(x) = µnx

n +
n−1∑

k=0

akPk(x),



148 11. Î�ÒÎ�ÎÍÀËÜÍÛÅ ÌÍÎ�Î×ËÅÍÛãäå ÷èñëà µn è ak ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ. Óìíîæàÿ ýòî ñîîòíîøåíèåñêàëÿðíî íà Pm(x), m = 0, . . . , n− 1, íàõîäèì, ÷òî
0 = µn (xn , Pm(x) ) + am, m = 0, . . . , n− 1,ò.å.

am = −µn ( xn , Pm(x) )è, ñëåäîâàòåëüíî,
Pn(x) = µn

[
xn −

n−1∑

k=0

(xn , Pk ) xk

]

åñòü ïðîèçâîëüíûé îðòîãîíàëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Óìíîæàÿ åãîñêàëÿðíî íà ñàìîãî ñåáÿ è òðåáóÿ íîðìèðîâàííîñòè, íàõîäèì
1 = µ2

n



(
xn −

n−1∑

k=1

( xn , Pk )xk

)2

, 1




︸ ︷︷ ︸
∨
0

.

Îòñþäà îïðåäåëÿåì µn > 0. Ëåììà äîêàçàíà.Ëåììà 11.3. Åñëè Pn(x) ïðèíàäëåæèò ñîâîêóïíîñòè îðòîãîíàëüíûõìíîãî÷ëåíîâ, òî äëÿ âñÿêîãî ìíîãî÷ëåíà Qm(x) ñòåïåíè m < n

(Qm , Pn(x) ) = 0, m < n. (11.3)Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 11.1
Qm(x) = a0P0(x) + a1P1(x) + · · · + amPm(x).Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå â (11.3), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.Ëåììà 11.4. Åñëè âåñîâàÿ �óíêöèÿ ρ(x) ÷åòíàÿ, òî êàæäûé îðòî-ãîíàëüíûé ìíîãî÷ëåí Pn(x) ñîäåðæèò òîëüêî òå ñòåïåíè x, êîòîðûåèìåþò îäèíàêîâóþ ñ íîìåðîì n ÷åòíîñòü, ò.å.

Pn(−x) ≡ (−1)nPn(x). (11.4)Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü ρ(x) = ρ(−x) è
1∫

−1

ρ(x)Pn(x)Pm(x)dx = 0, m = 0, . . . , n− 1.



11.1. ÎÁÙÈÅ Î�ÒÎ�ÎÍÀËÜÍÛÅ ÌÍÎ�Î×ËÅÍÛ 149Çàìåíîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ x = −t ýòè óñëîâèÿ ïðèâîäÿòñÿ êâèäó
1∫

−1

ρ(t)Pn(−t)Pm(−t)dt = 0, m = 0, . . . , n− 1,ò.å. Pm(−t) òîæå îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû. Íî â ñèëó ëåììû 11.2 ëþ-áîé îðòîãîíàëüíûé ìíîãî÷ëåí îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, èïîýòîìó
Pn(−x) = cnPn(x).Îòñþäà â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

(−1)nanx
n = cnanx

n,ò.å. cn = (−1)n è ïîýòîìó
Pn(−x) = (−1)nPn(x).Ëåììà äîêàçàíà.Òåîðåìà 11.1. Äëÿ ëþáûõ òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ îðòîãîíàëüíûõ ìíî-ãî÷ëåíîâ ñïðàâåäëèâà ðåêóððåíòíàÿ �îðìóëà

αnPn+1(x) = (x− βn)Pn(x) − γnPn−1(x). (11.5)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì (11.5) â âèäå
xPn(x) = αnPn+1(x) + βnPn(x) + γnPn−1(x).Â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñòîèò ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n + 1. Â ñèëóëåììû 11.1 îí ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî ìíîãî÷ëåíàì P0, . . . , Pn+1

xPn(x) =

n+1∑

k=0

a
(n+1)
k Pk(x), (11.6)ãäå â ñèëó çàìå÷àíèÿ 11.1

a
(n+1)
k =

( xPn , Pk )

‖Pk‖2
. (11.7)Íî òîãäà ñ ó÷åòîì (11.6)

a
(n+1)
k =

1

‖Pk‖2
(Pn , xPk ) =

1

‖Pk‖2

(
Pn ,

k+1∑

j=0

a
(k+1)
j Pj

)
=

=
1

‖Pk‖2

k+1∑

j=0

a
(k+1)
j (Pn , Pj ) .



150 11. Î�ÒÎ�ÎÍÀËÜÍÛÅ ÌÍÎ�Î×ËÅÍÛÏîñêîëüêó
(Pn, P0) = 0, (Pn, P1) = 0, . . . , (Pn, Pn−1) = 0,òî ïðè k + 1 6 n− 1 êîý��èöèåíòû an+1

k = 0 è ïîýòîìó
xPn(x) = a

(n+1)
n+1 Pn+1(x) + a(n+1)

n Pn(x) + a
(n+1)
n−1 Pn−1(x), (11.8)ò.å.

αn = a
(n+1)
n+1 , βn = a(n+1)

n , γn = a
(n+1)
n−1 . (11.9)Òåîðåìà äîêàçàíà.Òåîðåìà 11.2. Âñå íóëè îðòîãîíàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà Pn(x) äåéñòâè-òåëüíû, ðàçëè÷íû è ðàñïîëîæåíû íà èíòåðâàëå (−1, 1).Äîêàçàòåëüñòâî.Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí Pn(x) íà (−1, 1)ìåíÿåò çíàê n ðàç. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî ìíîãî÷ëåí Pn(x) ìåíÿåòçíàê òîëüêî â òî÷êàõ ξ1, ξ2, . . . , ξm, ãäå m < n. Òîãäà ìíîãî÷ëåí

Qm(x) = (x− ξ1)(x− ξ2) . . . (x− ξm)òàêæå ìåíÿåò çíàê òîëüêî â ýòèõ òî÷êàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâåäåíèå
Pn(x)Qm(x) 6≡ 0 ñîõðàíÿåò çíàê íà (−1, 1) è ñëåäîâàòåëüíî

1∫

−1

ρ(x)Pn(x)Qm(x)dx 6= 0,÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 11.3. Ïðîòèâîðå÷èå ñíèìàåòñÿ, åñëè n = m.Òåîðåìà äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 11.2. Â ñèëó äîêàçàííîé òåîðåìû äëÿ íóëåé x(n)
k îðòîãîíàëü-íîãî ìíîãî÷ëåíà Pn(x) èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

−1 < x
(n)
1 < x

(n)
2 < · · · < x

(n)
k < · · · < x(n)

n < 1. (11.10)11.2 Ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà�àññìîòðèì ñëåäóþùåå îäíîðîäíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿä-êà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè
yn+1 − 2xyn + yn−1 = 0. (11.11)



11.2. ÌÍÎ�Î×ËÅÍÛ ×ÅÁÛØÅÂÀ ÏÅ�ÂÎ�Î �ÎÄÀ 151Çäåñü x � ïàðàìåòð. Ïîñòàâèì äëÿ (11.11) íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
y0 = 1, y1 = x. (11.12)Òîãäà

y2 = 2x · x− 1 = 2x2 − 1,

y3 = 2x(2x2 − 1) − x = 4x3 − 3x,

y4 = 8x4 − 8x2 + 1, . . . .

(11.13)Î÷åâèäíî, ÷òî çíà÷åíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (11.11), (11.12) â óçëå n åñòüìíîãî÷ëåí îò x ñòåïåíè n.Íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è (11.11), (11.12) â ÿâíîì âèäå. Õàðàêòåðèñòè-÷åñêîå óðàâíåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (11.11) èìååò âèä
q2 − 2xq + 1 = 0,à åãî êîðíè ñóòü

q1 = q = x +
√
x2 − 1 è q2 = 1/q. (11.14)Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11.11) åñòü

yn = c1q
n + c2q

−n.Ïîëàãàÿ çäåñü n = 0 è n = 1 è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ(11.12), íàõîäèì, ÷òî
y0 = c1 + c2 = 1,

y1 = c1q + c2q
−1 = x.

(11.15)Ïðåîáðàçåì âòîðîå èç óðàâíåíèé (11.15) ñ ó÷åòîì (11.14) è ïåðâîãî óðàâ-íåíèÿ,
y1 = c1(x+

√
x2 − 1) + c2(x−

√
x2 − 1) =

= (c1 + c2)x+ (c1 − c2)
√
x2 − 1 = x+ (c1 − c2)

√
x2 − 1 = x.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî c1 = c2, à ñ ó÷åòîì (11.15) íàõîäèì, ÷òî

c1 = c2 = 1/2,è ïîýòîìó
yn =

qn + q−n

2
(11.16)åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (11.11), (11.12).



152 11. Î�ÒÎ�ÎÍÀËÜÍÛÅ ÌÍÎ�Î×ËÅÍÛÊàê áûëî çàìå÷åíî ðàíüøå, ýòî åñòü ìíîãî÷ëåí îò x ñòåïåíè n. Ïóñòü
|x| < 1. Òîãäà â ñèëó (11.14)

q = x+ i
√

1 − x2è, ñëåäîâàòåëüíî, |q| = 1. Ïóñòü q = eiϕ. Òîãäà
x = cosϕ, ϕ = arccosx, (11.17)
yn =

einϕ + e−inϕ

2
= cosnϕ = cos[n arccosx].Îïðåäåëåíèå 11.1. Àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû

Tn(x) = cos[n arccosx], |x| < 1, n = 0, 1, . . . (11.18)íàçûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà.Îíè ïðèíàäëåæàò ê ñåìåéñòâó îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Îïðåäå-ëèì âåñîâóþ �óíêöèþ ρ(x), ïðè êîòîðîé ìíîãî÷ëåíû Tn(x) áóäóò îðòî-ãîíàëüíûìè. Èç (11.17) ñëåäóåò, ÷òî
dϕ = − dx√

1 − x2
, x = 1 ïðè ϕ = 0 è x = −1 ïðè ϕ = π.Ïðèíèìàÿ òåïåðü âî âíèìàíèå (11.18), íàõîäèì, ÷òî ïðè m 6= n

0 =

π∫

0

cosmϕ cosnϕ dϕ =

1∫

−1

1√
1 − x2

Tm(x)Tn(x)dx.Òåì ñàìûì
ρ(x) = (1 − x2)−1/2. (11.19)11.3 Ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà1◦. Ïðè ÷åòíîì n ìíîãî÷ëåí Tn(x) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé �óíêöèåé x, à ïðèíå÷åòíîì n � íå÷åòíîé.Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç (11.19) è ëåììû 11.4.2◦. Êîý��èöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà Tn(x) äëÿ n > 1 ðàâåí

2n−1, ò.å. µn = 2n−1, à
Tn(x) = 2n−1xn + . . . .



11.3. ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÌÍÎ�Î×ËÅÍÎÂ ×ÅÁÛØÅÂÀ 153Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ðåêóððåíòíóþ �îðìóëó (11.11).3◦. Íóëè ìíîãî÷ëåíà Tn(x) ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ
xk = cos

(2k − 1)π

2n
, k = 1, 2, . . . , n. (11.20)Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (11.18) íàõîäèì, ÷òî

n arccosxk = −π
2

+ kπ =
(2k − 1)π

2èëè
arccosxk =

(2k − 1)π

2n
,ò.å.

xk = cos
(2k − 1)π

2n
, k = 1, 2, . . . , n.Òàê êàê �óíêöèè Tn(x) ÿâëÿþòñÿ ëèáî ÷åòíûìè, ëèáî íå÷åòíûìè, òî íóëè

Tn(x) ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò
xn+1−k = −xk = − cos

(2k − 1)π

2n
.4◦. max

[−1,1]
|Tn(x)| = 1, ïðè÷åì

Tn(xm) = (−1)m,ãäå
xm = cos

mπ

n
, m = 0, . . . , n. (11.21)Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.5◦. Ñðåäè âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ñ åäèíè÷íûì êîý��èöèåíòîì ïðèñòàðøåé ñòåïåíè ìíîãî÷ëåí

T n(x) =
1

2n−1
Tn(x), n > 1íà [−1, 1] èìååò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. äîïóñòèì ñóùåñòâîâàíèåòàêîãî ìíîãî÷ëåíà P n(x) = xn + . . . , ÷òî

max
[−1,1]

|P n(x)| < max
[−1,1]

|T n(x)|. (11.22)
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−1 Pn

T

xm−1

× × ×
xm xm+1xm�èñ. 1Òîãäà T n(x) − P n(x) 6≡ 0 è ýòî åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå (n − 1).Áîëåå òîãî, â (n + 1) òî÷êå (11.21) ýòîò ìíîãî÷ëåí ïðèíèìàåò îòëè÷íûåîò íóëÿ çíà÷åíèÿ ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ çíàêàìè.Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí T n(x) − P n(x) ñòåïåíèìåíüøåé n îáðàùàåòñÿ â íóëü ïî êðàéíåé ìåðå â n òî÷êàõ, ÷òî íåâîçìîæ-íî.Çàìå÷àíèå 11.3. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè P n(x) = xn + . . . , n > 1,è

max
[−1,1]

|P n(x)| = 2−n+1,òî P n(x) ≡ T n(x) = 2−n−1Tn(x).Áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó 5◦ ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà Tn(x) íàçûâàþòñÿ ìíî-ãî÷ëåíàìè, íàèìåíåå óêëîíÿþùèìèñÿ îò íóëÿ.6◦. Åñëè x > 1, òî
Tn(x) = hnArh x,ãäå Arh x = ln(x+

√
x2 − 1).Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (11.16)

Tn(x) =
qn + q−n

2
=
en ln q + e−n ln q

2
=

= hn ln q = hn ln(x+
√
x2 − 1).



11.4. ÌÍÎ�Î×ËÅÍÛ ËÅÆÀÍÄ�À 155Çàìå÷àíèå 11.4. Arh x � îáðàòíàÿ �óíêöèÿ ê hx.Óïðàæíåíèå 11.1. Äîêàçàòü, ÷òîhArh x = x,Arh hx = x.11.4 Ìíîãî÷ëåíû ËåæàíäðàÌíîãî÷ëåíàìè Ëåæàíäðà íàçûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíû, êîòîðûå îðòîãîíàëü-íû äðóã äðóãó íà [−1, 1] ñ âåñîì ρ(x) ≡ 1. Îáîçíà÷àþòñÿ îíè ÷åðåç Pn(x)

1∫

−1

Pm(x)Pn(x)dx = 0, m 6= n.Åñëè P0(x) ≡ 1, òî P1(x) ≡ x.Òðåõòî÷å÷íîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðàèìååò âèä
(n+ 1)Pn+1(x) − (2n+ 1)xPn(x) + nPn−1(x) = 0è ñëåäîâàòåëüíî
P2(x) =

1

2
(3x2 − 1), P3(x) =

1

2
(5x3 − 3x),

P4(x) =
1

8
(35x4 − 30x2 + 3),

P5(x) =
1

8
(63x5 − 70x3 + 15x)è ò.ä. Îáùèé âèä Pn(x) çàäàåòñÿ �îðìóëîé �îäðèãà

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n.



12×èñëåííîå äè��åðåíöèðîâàíèå
12.1 Ââåäåíèå×èñëåííîå äè��åðåíöèðîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè �óíêöèÿ çàäàíà òàá-ëèöåé èëè åñëè åå òðóäíî ïðîäè��åðåíöèðîâàòü àíàëèòè÷åñêè. Äîïó-ñòèì, ÷òî â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè x ó �óíêöèè f(x) ñóùåñòâóåòïðîèçâîäíàÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ

f ′(x) = lim
∆x→0

f(x+ ∆x) − f(x)

∆x
.Åñëè îòêàçàòüñÿ îò ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, òî ìîæíî ïîëîæèòü

f ′(x) ≈ f(x+ ∆x) − f(x)

∆x
. (12.1)Ýòî è åñòü ïðîñòåéøàÿ �îðìóëà ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ. Îöåíèìåå ïîãðåøíîñòü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî çíà÷åíèÿ �óíêöèè f(x) âû÷èñ-ëÿþòñÿ òî÷íî, è îíà äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà. Èñïîëüçóÿ�îðìóëó Òåéëîðà, íàõîäèì, ÷òî

f(x+ ∆x) − f(x)

∆x
=
f(x) + ∆xf ′(x) + (∆x)2

2
f ′′(ξ) − f(x)

∆x
=

= f ′(x) +
∆x

2
f ′′(ξ), ξ ∈ (x, x+ ∆x).

(12.2)Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî �îðìóëà (12.1) äëÿ �óíêöèè f(x) ∈ C2 èìååòïîãðåøíîñòü ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî ∆x.Îäíàêî, â ñèëó �îðìóëû êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé Ëàãðàíæà,
f(x+ ∆x) − f(x)

∆x
= f ′(ξ), ξ ∈ (x, x+ ∆x), (12.3)156



12.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ 157ò.å. â ïðîìåæóòêå ìåæäó x è ∆x ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà, ÷òî îòíîøåíèåèç ëåâîé ÷àñòè (12.3), êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü ðàçíîñòíûì îòíîøåíèåì,ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ïðîèçâîäíîé â ýòîé òî÷êå. Êîíå÷íî, ïîëîæåíèå
ξ çàâèñèò îò �óíêöèè f è, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èçâåñòíî. Òåì íå ìåíåå,åñëè �óíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì âòîðîé ñòåïåíè P2(x), òî òî÷êà
ξ èç (12.3) ðàñïîëîæåíà òî÷íî ïîñðåäèíå ìåæäó x è x + ∆x, ò.å. ξ =

x + ∆x/2. Â ñàìîì äåëå, ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå ïîñòîÿííîé ðàâíî íóëþêàê è ïðîèçâîäíàÿ, ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå ëèíåéíîé �óíêöèè ñîâïàäàåòñ åå ïðîèçâîäíîé â ëþáîé òî÷êå, à
(x+ ∆x)2 − x2

∆x
= 2(x+ ∆x/2).Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî è äëÿ äðóãèõ �óíêöèé ðàç-íîñòíîå îòíîøåíèå èç (12.3) áóäåò ëó÷øå àïïðîêñèìèðîâàòü ïðîèçâîäíóþâ òî÷êå x + ∆x/2, ÷åì â òî÷êå x. Â ñàìîì äåëå, ðàñêëàäûâàÿ çíà÷åíèÿ

f(x+ ∆x) è f(x) ïî �îðìóëå Òåéëîðà â òî÷êå x+ ∆x/2, íàéäåì, ÷òî
f(x+ ∆x) =f(x+ ∆x/2) +

∆x

2
f ′(x+ ∆x/2) +

(∆x)2

8
f ′′(x+ ∆x/2)+

+
1

3!

(
∆x

2

)3

f ′′′(x+ θ1∆x),à
f(x) =f(x+ ∆x/2)− ∆x

2
f ′(x+ ∆x/2) +

(∆x)2

8
f ′′(x+ ∆x/2)−

− 1

3!

(
∆x

2

)3

f ′′′(x+ θ2∆x)è, ñëåäîâàòåëüíî,
f(x+ ∆x) − f(x)

∆x
= f ′(x+ ∆x/2) +

(∆x)2

4!
f ′′′(η).Òåì ñàìûì, äëÿ �óíêöèé èç C3 �îðìóëà

f ′(x+ ∆x/2) ≈ f(x+ ∆x) − f(x)

∆x
(12.4)èìååò ïîãðåøíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî ∆x.Ïóñòü xi = x0 + ih, ãäå i ∈ Z, à h > 0 � øàã ñåòêè. Òîãäà, ïîëàãàÿ â(12.2) x = xi, à ∆x = h, ïîëó÷èì

f(xi+1) − f(xi)

h
= f ′(xi) +

h

2
f ′′(ξi). (12.5)



158 12. ×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈ�ÎÂÀÍÈÅÅñëè æå â (12.2) ïîëîæèòü ∆x = −h è ñíîâà x = xi, òî
f(xi−1) − f(xi)

−h =
f(xi) − f(xi−1)

h
= f ′(xi) −

h

2
f ′′(ξ̃i). (12.6)Èç (12.5), (12.6) âûòåêàåò, ÷òî è ïðèáëèæåííàÿ �îðìóëà

f ′(xi) ≈
f(xi+1) − f(xi)

h
(12.7)è ïðèáëèæåííàÿ �îðìóëà

f ′(xi) ≈
f(xi) − f(xi−1)

h
(12.8)ÿâëÿþòñÿ �îðìóëàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Îäíàêî èõ ïîãðåøíîñòè,âîîáùå ãîâîðÿ, èìåþò ðàçíûå çíàêè. Ïîýòîìó åñòü íàäåæäà, ÷òî ó ïîëó-ñóììû ïðàâûõ ÷àñòåé (12.7), (12.8) ïîãðåøíîñòü áóäåò èìåòü á�îëüøèéïîðÿäîê ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî h (ïðè á�îëüøåé ãëàäêîñòè). Â ñàìîì äåëå,èñïîëüçóÿ �îðìóëó Òåéëîðà, íàõîäèì, ÷òî

1

2

[
f(xi+1) − f(xi)

h
+
f(xi) − f(xi−1)

h

]
=
f(xi+1) − f(xi−1)

2h
=

=

[
fi + hf ′

i +
h2

2
f ′′

i +
h3

6
f ′′′(ξ̄i) −

(
fi − hf ′

i +
h2

2
f ′′

i − h3

6
f ′′′( ¯̄ξi)

)]/
2h =

= f ′
i +

h2

6

f ′′′(ξ̄i) + f ′′′( ¯̄ξi)

2
= f ′

i +
h2

6
f ′′′(ξi), ξi ∈ (ξ̄i,

¯̄ξi) ⊂ (xi−1, xi+1).(12.9)(Ìû çäåñü äëÿ ñîêðàùåíèÿ ïèñüìà èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèå fi := f(xi).)Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ f(x) ∈ C3 �îðìóëà
f ′(xi) ≈

f(xi+1) − f(xi−1)

2h
(12.10)(ñð. ñ (12.4)) èìååò ïîãðåøíîñòü O(h2).Òåïåðü âû÷òåì èç (12.5) ñîîòíîøåíèå (12.6)

f(xi+1) − 2f(xi) + f(xi−1)

h
= h

f ′′(ξi) + f ′′(ξ̃i)

2
= f ′′( ˜̃ξi)h.Ñëåäîâàòåëüíî,

fi+1 − 2fi + fi−1

h2
= f ′′( ˜̃ξi),

˜̃
ξi ∈ (xi−1, xi+1), (12.11)



12.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ 159ò.å. ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ àïïðîêñèìèðóåò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ�óíêöèè f(x). Èññëåäóåì ïîãðåøíîñòü ýòîé àïïðîêñèìàöèè â òî÷êå xi:
fi+1 − 2fi + fi−1

h2
=

1

h2

[
fi + hf ′

i +
h2

2!
f ′′

i +
h3

3!
f ′′′

i +
h4

4!
f IV (ξ̄i)−

− 2fi + fi − hf ′
i +

h2

2!
f ′′

i − h3

3!
f ′′′

i +
h4

4!
f IV ( ¯̄ξi)

]
=

= f ′′
i +

h2

12

f IV (ξ̄i) + f IV ( ¯̄ξi)

2
= f ′′(xi) +

h2

12
f IV (ξi).

(12.12)
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (12.12) àïïðîêñèìèðóåòâòîðóþ ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè f(x) ∈ C4 ñ ïîãðåøíîñòüþ O(h2).Çàìå÷àíèå 12.1. Ìû óæå òðèæäû (â (12.9), (12.12) è â �îðìóëå ïî-ñëå ñîîòíîøåíèÿ (12.10)) âîñïîëüçîâàëèñü óòâåðæäåíèåì î òîì, ÷òî äëÿíåïðåðûâíîé �óíêöèè 0.5(f(x)+f(y)) = f(z), ãäå z ∈ (x, y). Äîêàæåì ýòîóòâåðæäåíèå â áîëåå îáùåì âèäå. Ïóñòü f(x) ∈ C[a, b], m = min[a,b] f(x),
M = max[a,b] f(x), x1, x2 ∈ [a, b], α > 0, β > 0. Òîãäà

η =
αf(x1) + βf(x2)

α + β
= f(x3), x3 ∈ [a, b].Â ñàìîì äåëå,

m 6
αf(x1) + βf(x2)

α + β
= η 6 M.è ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ η = f(x3).Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

fx,i :=
fi+1 − fi

h
, fx̄,i :=

fi − fi−1

h
, f◦

x,i
:=

1

2
(fx,i + fx̄,i).Òîãäà

fx̄x,i :=
fi+1 − 2fi + fi−1

h2
.Îòñþäà è èç (12.5), (12.6), (12.9), (12.12) íàõîäèì, ÷òî

fx,i = f ′
i + O(h),

fx̄,i = f ′
i + O(h),

f◦
x,i

= f ′
i + O(h2),

fx̄x,i = f ′′
i + O(h2).

(12.13)



160 12. ×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈ�ÎÂÀÍÈÅ12.2 Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ�àññìîòðåííûå ïðîñòåéøèå �îðìóëû ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ áû-ëè ïîñòðîåíû èç òåõ èëè èíûõ ýâðèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Ñóùåñòâóþòè ðåãóëÿðíûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ �îðìóë ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâà-íèÿ. Îäèí èç íèõ � ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ.Áóäåì ñòðîèòü �îðìóëó äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ k-îé ïðîèç-âîäíîé â ñëåäóþùåì âèäå
f (k)(x) ≈

n∑

j=0

cjf(xj), k 6 n (12.14)è âûáåðåì cj èç òåõ óñëîâèé, ÷òîáû �îðìóëà áûëà òî÷íà íà ìíîãî÷ëåíàõíåêîòîðîé ñòåïåíè. �àññìîòðèìÏðèìåð 12.1. Ïóñòü
f ′(h) ≈ c0f(0) + c1f(h) + c2f(2h). (12.15)Ïîòðåáóåì, ÷òîáû �îðìóëà áûëà òî÷íà íà ëèíåéíûõ �óíêöèÿõ. Ïîäñòàâ-ëÿÿ â (12.15) f(x) ≡ 1 è f(x) ≡ x è òðåáóÿ âûïîëíåíèÿ òî÷íîãî ðàâåíñòâà,áóäåì èìåòü

0 = c0 + c1 + c2,

1 = c1h + c22h.Ïðèíèìàÿ c0 çà ïàðàìåòð, äëÿ c1 è c2 ïîëó÷èì ñèñòåìó
c1 + c2 = −c0,
hc1 + 2hc2 = 1.

(12.16)Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû ðàâåí h è ïîýòîìó
c1 =

∣∣∣∣
−c0 1
1 2h

∣∣∣∣
/

h = (−2hc0 − 1)/h, c2 =

∣∣∣∣
1 −c0
h 1

∣∣∣∣
/

h = (1 + c0h)/h.(12.17)Ìû ïîñòðîèëè îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òðåõòî÷å÷íûõ �îðìóë ÷èñ-ëåííîãî íàõîæäåíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé
f ′(h) ≈ c0f(0) − 1 + 2c0h

h
f(h) +

1 + c0h

h
f(2h).Ïðè c0 = 0 èìååì

f ′(h) ≈ f(2h) − f(h)

h
= fx(h).



12.2. ÌÅÒÎÄ ÍÅÎÏ�ÅÄÅËÅÍÍÛÕ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ 161Ïðè c0 = −1/h

f ′(h) ≈ f(h) − f(0)

h
= fx̄(h).Ýòî óæå èçâåñòíûå íàì �îðìóëû.Ïîòðåáóåì òåïåðü, ÷òîáû (12.15) áûëà òî÷íà íà ìíîãî÷ëåíàõ âòîðîéñòåïåíè. Òîãäà ê óðàâíåíèÿì (12.16) äîáàâèòñÿ åùå îäíî óðàâíåíèå

2h = c1h
2 + c24h

2.Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà c1 è c2 èç (12.17), ïîëó÷èì
−(1 + 2c0h)h+ 4(1 + c0h)h = 2h,îòêóäà íàõîäèì c0 = −1/2h. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â (12.17), áóäåìèìåòü c1 = 0, c2 = 1/2h, è ïîýòîìó
f ′(h) ≈ f(2h) − f(0)

2h
≡ f◦

x
(h).È ýòà �îðìóëà íàì òîæå óæå èçâåñòíà.Ïîñòðîèì òåïåðü íîâóþ �îðìóëó.Ïðèìåð 12.2. Ïóñòü (ñð. ñ (12.15))

f ′(2h) ≈ c0f(0) + c1f(h) + c2f(2h). (12.18)Áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû �îðìóëà (12.18) áûëà òî÷íà íà ìíîãî÷ëåíàõ âòî-ðîé ñòåïåíè. Ïîäñòàâëÿÿ â (12.18) ïîñëåäîâàòåëüíî f(x) ≡ 1, f(x) ≡ x è
f(x) ≡ x2 è òðåáóÿ âûïîëíåíèÿ òî÷íîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì ñèñòåìó

c0 + c1 + c2 = 0,

hc1 + 2hc2 = 1,

h2c1 + 4h2c2 = 4h.

(12.19)Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ (12.19) ñîâïàäàþò ñ (12.16). Ïîýòîìó c1 è c2 âû-ðàæàþòñÿ ÷åðåç c0 ïðè ïîìîùè (12.17). Ïîäñòàâëÿÿ (12.17) â ïîñëåäíååóðàâíåíèå (12.19), íàõîäèì, ÷òî
−(2hc0 + 1)h+ 4h(1 + hc0) = 4hè, ñëåäîâàòåëüíî, c0 = 1/2h, à ñ ó÷åòîì (12.17)
c1 = −2/h, c2 = 3/(2h).
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f ′(2h) ≈ f0 − 4f1 + 3f2

2h
=
f2 − f1

h
+
f0 − 2f1 + f2

2h
= fx̄,2 +

h

2
fx̄x̄,2. (12.20)Ýòà íîâàÿ �îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé.Óïðàæíåíèå 12.1. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ f(x) ∈ C3 �îðìóëà (12.20) èìååòïîãðåøíîñòü O(h2). Ñðàâíèòü ïîãðåøíîñòü ýòîé �îðìóëû ñ ïîãðåøíî-ñòüþ èç (12.9).12.3 Èñïîëüçîâàíèå èíòåðïîëÿöèîííûõ �îðìóëÍàèáîëåå óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ �îðìóë ÷èñëåííîãî äè��å-ðåíöèðîâàíèÿ îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè èíòåðïîëÿöèîííûõ �îðìóë.Ìíîãî÷ëåí n-îé ñòåïåíè Ln(x) íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî-÷ëåíîì (èíòåðïîëÿíòîì) Ëàãðàíæà �óíêöèè f(x), åñëè

Ln(xk) = f(xk), k = 0, 1, . . . , n,ãäå xk, k = 0, 1, . . . , n � óçëû èíòåðïîëÿöèè. Åñëè �óíêöèÿ f(x) òàêîâà,÷òî f(xk) = 0 ïðè k 6= i, à f(xi) = 1, òî åå èíòåðïîëÿíòîì ïî ýòèì óçëàìÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0)(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
≡

≡
n∏

k=0
k 6=i

x− xk

xi − xk
=: pi(x).Â îáùåì æå ñëó÷àå èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà èìååò âèä

Ln(x) ≡
n∑

i=0

fipi(x),ïðè÷åì
f(x) = Ln(x) +Rn(x),ãäå Rn(x) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí, äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!

n∏

k=0

(x− xk), ξ ∈ (x0, xn).
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f (m)(x) ≈ L(m)

n (x), 0 6 m 6 n, (12.21)ïîëó÷èì �îðìóëó ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ.Ïðèìåð 12.3. Ïóñòü n = 1, x1 = x0 + h. Òîãäà
L1(x) = f0

x− x1

−h + f1
x− x0

h
, L′

1(x) =
f0

−h +
f1

h
=
f1 − f0

h
.Ïîëàãàÿ çäåñü x = 0, ïîëó÷èì �îðìóëó (12.7), ïîëàãàÿ x = h � �îðìóëó(12.8).Ïðèìåð 12.4. Ïóñòü òåïåðü n = 2, x0 = 0, x1 = h, x2 = 2h. Òîãäà

L2(x) = f0
x− x1

x0 − x1

x− x2

x0 − x2
+ f1

x− x0

x1 − x0

x− x2

x1 − x2
+ f2

x− x0

x2 − x0

x− x1

x2 − x1
,

L′
2(x) = f0

2x− (x2 + x1)

(−h)(−2h)
+ f1

2x− (x2 + x0)

h(−h) + f2
2x− (x0 + x1)

2h · h .Îòñþäà
L′

2(x2) = L′
2(2h) =

f0 − 4f1 + 3f2

2h
, (ñð. ñ (12.20))

L′
2(x1) = L′

2(h) =
f2 − f0

2h
, (ñð. ñ (12.10))

L′
2(x0) = L′

2(0) =
−3f0 + 4f1 − f2

2h
.Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå çàäàåò íîâóþ �îðìóëó; åå ïîãðåøíîñòü íà �óíê-öèÿõ èç C3 åñòü O(h2).Ïðèìåð 12.5. Ïóñòü n = 2, à x0 = 0, x1 = h1, x2 = x1 + h2, m = 2.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

L′′
2(x) =

2

−h1(−h1 − h2)
f0 +

2

h1(−h2)
f1 +

2

(h1 + h2)h2
f2.Åñëè h1 = h2 = h, òî

L′′
2(x) =

f0 − 2f1 + f2

h2
= fx̄x(h). (12.22)Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

L′′
2(x) =

1

h1(h1 + h2)/2
(f0 − f1) +

1

h2(h1 + h2)/2
(f2 − f1) =

=

(
f2 − f1

h2
− f1 − f0

h1

)
1

(h1 + h2)/2
=

2

h1 + h2
[fx(x1) − fx̄(x1)] .

(12.23)



164 12. ×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈ�ÎÂÀÍÈÅÓïðàæíåíèå 12.2. Äîêàçàòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå (12.23) ïðè h1 6= h2àïïðîêñèìèðóåò ïðîèçâîäíóþ f ′′(x1) ñ ïîãðåøíîñòüþ íå âûøå O(h1 +h2).Ïðè êàêîé ãëàäêîñòè f(x) òàêàÿ ïîãðåøíîñòü äîñòèãàåòñÿ?Íà ñàìîì äåëå äëÿ ïîñòðîåíèÿ �îðìóë ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðî-âàíèÿ óäîáíåå èñïîëüçîâàòü èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà â�îðìå Íüþòîíà. ×òîáû ïîëó÷èòü ýòó �îðìó, çàïèøåì èíòåðïîëÿöèîííûéìíîãî÷ëåí â âèäå
Ln(x) = L0(x)+(L1(x) − L0(x))+(L2(x) − L1(x))+· · ·+(Ln(x) − Ln−1(x)) ,ãäå L0(x) = onst = A0. Ìíîãî÷ëåí Lk(x) − Lk−1(x) èìååò ñòåïåíü k èîáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè x = x0, x1, . . . , xk−1. Ïîýòîìó

Lk(x) − Lk−1(x) = Ak

k−1∏

j=0

(x− xj) = Akωk−1(x),à
Ln(x) = A0 +

n∑

k=1

Akωk−1(x). (12.24)Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óç-ëû èíòåðïîëÿöèè ÿâëÿþòñÿ ðàâíîîòñòîÿùèìè, ò.å. ∆xk := xk+1 − xk = h.Ïóñòü, êðîìå òîãî, ∆j := ∆(∆j−1).Íàéäåì êîý��èöèåíòû Ak èç ïðåäñòàâëåíèÿ (12.24). Äëÿ ýòîãî ïîñëå-äîâàòåëüíî ïîëîæèì x = x0, x = x1 è ò.ä. è ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî
Ln(xj) = f(xj). Ïîñêîëüêó

ωk−1(x0) = 0, k = 1, 2, . . . , n,

ωk−1(x1) = 0, k = 2, . . . , n è ò.ä.,òî
Ln(x0) = A0è, ñëåäîâàòåëüíî,

A0 = f(x0) = f0.Äàëåå,
Ln(x1) = f0 + A1(x1 − x0) = f0 + hA1è, ñëåäîâàòåëüíî,

A =
f1 − f0

h
=

∆f0

h
.
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Ln(x2) = f0 +

∆f0

h
(x2 − x0) +A2(x2 − x0)(x1 − x0) = f0 + 2∆f0 + 2h2A2.Ïîýòîìó

A2 =
f2 − f0 − 2∆f0

2h2
=
f2 − 2f1 + f0

2h2
=

∆2f0

2h2
.Èíäóêöèåé ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

Ak =
∆kf0

k!hk
.Ïîýòîìó

Ln(x) = f0 +
∆f0

h
(x− x0) +

∆2f0

2h2
(x− x0)(x− x1) + · · ·+

+
∆nf0

n!hn
(x− x0) . . . (x− xn−1).

(12.25)Ýòî ïðåäñòàâëåíèå è íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Íüþ-òîíà äëÿ ðàâíûõ ïðîìåæóòêîâ. (Ñð. ñ �îðìóëîé Òåéëîðà äëÿ �óíêöèè
f(x).)Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â �îðìå Íüþòîíà ìîæåò áûòü çàïèñàíè äëÿ íåðàâíûõ ïðîìåæóòêîâ, ò.å. êîãäà, âîîáùå ãîâîðÿ, xk+1−xk 6= xk −
xk−1, îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå åãî ñòðóêòóðà áóäåò ìíîãî ñëîæíåå.Ôîðìóëû ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ è òåïåðü îïðåäåëÿþòñÿ ñî-îòíîøåíèåì (12.21), îäíàêî ïðè èñïîëüçîâàíèè (12.25) ìû ïî÷òè ñðàçóïîëó÷àåì ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå. Íàïðèìåð, ïðè n = m = 2 íàõîäèì, ÷òî

f ′′(x) ≈ ∆2f0

h2
= fx̄x(h),÷òî ñîâïàäàåò ñ �îðìóëîé (12.22)Äëÿ ïîñòðîåíèÿ �îðìóë ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ìîæíî èñ-ïîëüçîâàòü íå òîëüêî èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà, íî èèíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà. Òàêèå �îðìóëû ïîëåçíû, êîãäàâ óçëàõ çàäàíû íå òîëüêî çíà÷åíèÿ �óíêöèè, íî è çíà÷åíèÿ ïðîèçâîä-íûõ, à ïðîèçâîäíûå íóæíî çíàòü â äðóãèõ òî÷êàõ. Ôîðìóëà ÷èñëåííîãîäè��åðåíöèðîâàíèÿ è â ýòîì ñëó÷àå âûãëÿäèò àíàëîãè÷íî (12.21). Åñëè

f(x) = Hn(x) + Rn(x),ãäå Hn(x) � èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà, à Rn(x) � îñòàòî÷-íûé ÷ëåí, òî
f (m)(x) ≈ H(m)

n (x), 1 6 m 6 n. (12.26)



166 12. ×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈ�ÎÂÀÍÈÅÏðèìåð 12.6. Ïóñòü èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà èìååò ñòå-ïåíü òðè è íàïèñàí ïî çíà÷åíèÿì �óíêöèè è åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé âäâóõ óçëàõ x0 = 0 è x1 = h, ò.å.
H3(x) = p00(x)f0 + p01(x)f

′
0 + p10(x)f1 + p11(x)f

′
1,ãäå

p00(x) =
(2x+ h)(x− h)2

h3
, p01(x) =

x(x− h)2

h2
,

p10(x) =
x2(3h− 2x)

h3
, p11(x) =

x2(x− h)

h2
.Òîãäà �îðìóëà äëÿ ïðèáëèæåííîãî íàõîæäåíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé âòî÷êå x ïðèìåò âèä

H ′
3(x) = p′00(x)f0 + p′01(x)f

′
0 + p′10(x)f1 + p′11(x)f

′
1.Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî

p′00(x) = 6x(x− h)/h3, p′01(x) =
3x2 − 4hx+ h2

h2
,

p′10(x) = −6x(x− h)/h3, p′11(x) =
3x2 − 2hx

h2
,òî, íàïðèìåð, H ′

3(0) = f ′
0, à

H ′
3(h/2) =

3

2

f1 − f0

h
− f ′

0 + f ′
1

4
.Äàëåå, äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå xèìååì �îðìóëó

H ′′
3 (x) = p′′00(x)f0 + p′′01(x)f

′
0 + p′′10(x)f1 + p′′11(x)f

′
1.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

p′′00(x) = 6(2x− h)/h3, p′′01(x) = 2(3x− 2h)/h2,

p′′10(x) = 6(−2x+ h)/h3, p′′11(x) = 2(3x− h)/h2,íàõîäèì, íàïðèìåð,
H ′′

3 (0) =
6(f1 − f0)

h2
− 4

h
f ′

0 −
2

h
f ′

1.Ýëåìåíòàðíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî
6(f1 − f0)/h

2 − 4f ′
0/h− 2f ′

1/h = f ′′
0 − h2

12
f IV (ξ).



12.4. Î ÊÎ��ÅÊÒÍÎÑÒÈ ×ÈÑËÅÍÍÎ�Î ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈ�ÎÂÀÍÈß 16712.4 Î êîððåêòíîñòè ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿÂ �îðìóëàõ ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè çíà-÷åíèé �óíêöèè f(x) â óçëàõ xi äåëÿòñÿ íà hm, ãäå m � ïîðÿäîê âû-÷èñëÿåìîé ïðîèçâîäíîé. Ïîñêîëüêó ñàìè çíà÷åíèÿ �óíêöèè, êàê ïðàâè-ëî, çàäàþòñÿ èëè âû÷èñëÿþòñÿ íå òî÷íî, òî ïðè ìàëûõ h íåóñòðàíèìûåïîãðåøíîñòè îêàçûâàþò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà òî÷íîñòü ÷èñëåííîãîäè��åðåíöèðîâàíèÿ.Ïóñòü δi � âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè, ñ êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå�óíêöèè f(x) â óçëå xi, ò.å. âû÷èñëÿåìîå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå åñòü
f̃i = fi + δi.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî |δi| 6 δ.Ïóñòü äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé èñïîëüçó-åòñÿ �îðìóëà (12.10). Òîãäà, ñ ó÷åòîì (12.9),

f ′(xi) ≈
f̃i+1 − f̃i−1

2h
=
fi+1 + δi+1 − fi−1 − δi−1

2h
=

=
fi+1 − fi−1

2h
+
δi+1 − δi−1

2h
= f ′(xi) +

h2

6
f ′′′(ξi) + (δi+1 − δi−1)/(2h).Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî äëÿ ïîëíîé ïîãðåøíîñòè ýòîé �îðìóëû ε1 = (f̃i+1−

f̃i−1)/(2h)− f ′(xi) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
|ε1| 6

h2

6
M3 + δ/h, (12.27)ãäå M3 = max

x∈[xi+1,xi−1]
|f ′′′(x)|. Èç ýòîé îöåíêè ñëåäóåò, ÷òî ïðè óìåíüøå-íèè h ïîëíàÿ ïîãðåøíîñòü óáûâàåò òîëüêî äî îïðåäåëåííîãî ïðåäåëà,ïîñëå ÷åãî íà÷èíàåò ðàñòè. Åñëè, íàïðèìåð, δ ñðàâíèìà ñ h, òî ìû íåìîæåì íàéòè ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé, èáî ïîãðåøíîñòüáóäåò O(1). ×òîáû âû÷èñëåííîå çíà÷åíèå ìîæíî áûëî ðàññìàòðèâàòü êàêïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé, íóæíî, ÷òîáû h áûëî ìíîãî áîëüøå

δ. Íàèâûñøóþ òî÷íîñòü ìû ïîëó÷èì ïðè òîì h, ïðè êîòîðîì ïðàâàÿ ÷àñòü(12.27) äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïî h. Óêàçàííîå çíà÷åíèå
h = h1 = 3

√
3δ/M3.Ïðè ýòîì

ε1 =
3

2

(
M3

3

)1/3

δ2/3.



168 12. ×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈ�ÎÂÀÍÈÅÅñëè ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ î òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé fiâîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé èç ëåâîé ÷àñòè (12.12), äàþùåå ïðèáëèæåííîåçíà÷åíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé, òî ïîëíàÿ ïîãðåøíîñòü ε2 = (f̃i+1 − 2f̃i +

f̃i−1)/h
2 − f ′′(xi) îöåíèòñÿ òàê

|ε2| 6
h2

12
M4 +

4δ

h2
,ãäå M4 = max

xi−16x6xi+1

|f IV |. Ïðè ýòîì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå h = h2 =

2(3δ/M4)
1/4, à ε2 = 2

√
M4/3 δ

1/2.Ñëåäóåò, îäíàêî, çàìåòèòü, ÷òî ïðåäåëüíàÿ òî÷íîñòü ïðè ïðèáëèæåí-íîì âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíûõ íå âñåãäà íèæå, ÷åì òî÷íîñòü, ñ êîòîðîéçàäàíà ñàìà �óíêöèÿ. Ïóñòü, íàïðèìåð, f̃i = fi + δvi, ãäå vi � íåêîòîðàÿ"ãëàäêàÿ" �óíêöèÿ, ò.å. òàêàÿ, ÷òî, íàïðèìåð, |vx,i| 6 M . Òîãäà äëÿ �îð-ìóëû (12.10) ïîëíàÿ ïîãðåøíîñòü áóäåò îöåíèâàòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
|ε1| 6

h2

6
M3 +Mδè, åñëè h/√δ = O(1), òî |ε1| = O(δ).



13Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõóðàâíåíèé
Ïóñòü çàäàíà íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ f(x) äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé x,è òðåáóåòñÿ íàéòè åå íóëè, ò.å. êîðíè óðàâíåíèÿ

f(x) = 0. (13.1)Ïðè òàêîé �îðìóëèðîâêå çàäà÷à âåñüìà íåîïðåäåëåííà, èáî êîðíåé ìîæåòíå áûòü âîâñå, èëè èõ ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî ìíîãî. Îáû÷íî çàäà÷à �îð-ìóëèðóåòñÿ áîëåå êîíêðåòíî ñ äîïîëíèòåëüíûìè óêàçàíèÿìè. Íàïðèìåð,îòûñêàíèå êîðíåé íà çàäàííîì èíòåðâàëå. Ïîñêîëüêó íå ñóùåñòâóåò ðåãó-ëÿðíûõ ìåòîäîâ îòûñêàíèÿ òî÷íûõ çíà÷åíèé êîðíåé óðàâíåíèÿ (13.1), òîðå÷ü äîëæíà èäòè îá èòåðàöèîííûõ ìåòîäàõ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãîðåøåíèÿ. (Òîëüêî åñëè f(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî÷ëåí íå âûøå 4-îéñòåïåíè, èìåþòñÿ ìåòîäû ïðåäñòàâëåíèÿ åãî íóëåé â âèäå ðàäèêàëîâ.)×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì èëè èíûì èòåðàöèîííûì ìåòîäîì, íóæíîèìåòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ê êîðíþ. Äëÿ ýòîãî íóæíî, ïî êðàéíåéìåðå, èçó÷èòü ðàñïîëîæåíèå êîðíåé è âûäåëèòü îáëàñòè, ãäå èìååòñÿåäèíñòâåííûé êîðåíü. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû äîëæíû ñ èñïîëüçîâàíèåìòîãî èëè èíîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà óòî÷íèòü çíà÷åíèÿ êîðíåé èëèíàéòè èõ ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ.Ñïîñîáû ëîêàëèçàöèè êîðíåé (âûäåëåíèå îáëàñòåé, ãäå èìååòñÿ åäèí-ñòâåííûé êîðåíü) ìíîãîîáðàçíû, è óêàçàòü óíèâåðñàëüíûé ìåòîä íå ïðåä-ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Èíîãäà îòðåçêè ëîêàëèçàöèè èçâåñòíû çàðàíåå, àèíîãäà îïðåäåëÿþòñÿ èç �èçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Â ïðîñòûõ ñèòóàöèÿõõîðîøèé ðåçóëüòàò ìîæåò äàòü ãðà�è÷åñêèé ìåòîä; øèðîêî ïðèìåíÿþòïîñòðîåíèå òàáëèö �óíêöèè f(x) âèäà yi = f(xi), i = 1, n äëÿ îáíàðóæå-íèÿ ïåðåìåí çíàêà. 169



170 13. ÌÅÒÎÄÛ �ÅØÅÍÈß ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ13.1 Ìåòîä áèñåêöèè (ìåòîä äåëåíèÿ îòðåçêàïîïîëàì)Ïóñòü f(x) ∈ C[a, b] è f(a)f(b) < 0. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî íà [a, b]èìååòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí êîðåíü óðàâíåíèÿ (13.1). (Óñëîâèå ñóùå-ñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ.) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå åäèíñòâåííîå, ò.å. x∗ ∈
(a, b) � åäèíñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (13.1) íà [a, b]. Ïîëîæèì a0 = a,
b0 = b, íàéäåì ñåðåäèíó îòðåçêà [a0, b0]

x0 =
a0 + b0

2è ïðèìåì ýòó âåëè÷èíó çà ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå x∗. Òàê êàê ïîëîæåíèåêîðíÿ x∗ íà îòðåçêå [a0, b0] íåèçâåñòíî, òî ìîæíî ëèøü óòâåðæäàòü, ÷òîïîãðåøíîñòü ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò ïîëîâèíû äëèíû [a0, b0]:
|x0 − x∗| 6

b0 − a0

2
.

u

a0 b 0

x0

x∗

�èñ. 1Âû÷èñëèì f(x0). Åñëè f(x0) = 0, òî x∗ = x0, è âû÷èñëåíèÿ íà ýòîìçàêàí÷èâàþòñÿ. Åñëè f(x0) 6= 0, òî çíàê f(x0) ñîâïàäàåò ëèáî ñî çíàêîì
f(a0), ëèáî ñî çíàêîì f(b0). Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè f(a0) < 0, f(b0) >

0. Èç äâóõ îòðåçêîâ [a0, x0] è [x0, b0] âûáåðåì òîò, íà êîíöàõ êîòîðîãî
f(x) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè. Îáîçíà÷èì ýòîòîòðåçîê ÷åðåç [a1, b1], ãäå

a1 = a0, b1 = x0 ïðè f(x0) > 0
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a1 = x0, b1 = b0 ïðè f(x0) < 0.Îòðåçîê [a1, b1] èìååò âäâîå ìåíüøóþ äëèíó, ÷åì [a0, b0], f(a1)f(b1) < 0 è

x∗ ∈ (a1, b1), ïðè÷åì |x0 − x∗| 6
b0−a0

2 . Íàéäåì ñåðåäèíó îòðåçêà [a1, b1] èò.ä. Ïóñòü
xk =

ak + bk
2

, k = 1, 2, . . . ,è âñåãäà
|xk − x∗| 6

bk − ak

2
=
b− a

2k+1
.Ïðîöåññ äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà äëèíàíîâîãî îòðåçêà [ak, bk] íå ñòàíåò ìåíüøå 2ε, ãäå ε � òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü âîïðåäåëåíèè ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ êîðíÿ. Òîãäà

xk = x̃, |x̃− x∗| 6 ε,ò.å. èçëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñ ãàðàí-òèðîâàííîé òî÷íîñòüþ. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà íå íèæå ñêîðîñòèñõîäèìîñòè ê íóëþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì 1/2. Êàæ-äàÿ èòåðàöèÿ óìåíüøàåò ïîãðåøíîñòü íå ìåíåå, ÷åì â äâà ðàçà.Ïðèìåð 13.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óìåíüøèòü ïåðâîíà÷àëüíóþ ëîêàëèçà-öèþ â 106 ðàç, íóæíî ñäåëàòü 20 èòåðàöèé, èáî 220 = 1048576.Ìåòîä äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî ñõîäÿùèìñÿ èòå-ðàöèîííûì ìåòîäîì. Êàêîâà áû íè áûëà �óíêöèÿ f(x) ∈ C[a, b] è êàêîâáû íè áûë îòðåçîê [a, b], íà êîòîðîì èìååòñÿ îäèí íóëü �óíêöèè f(x),èòåðàöèîííûé ïðîöåññ îáÿçàòåëüíî ê ýòîìó íóëþ ñîéäåòñÿ.13.2 Ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé×òîáû ïðèìåíèòü ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâ-íåíèÿ (13.1), íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü ýòî óðàâíåíèå ê ñëåäóþùåìó âè-äó:
x = ϕ(x). (13.2)Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ìíîãèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, íåêîòîðûå èç êîòî-ðûõ áóäóò èçëîæåíû ïîçæå. Ïóñòü, íàïðèìåð,

ϕ(x) = x+ τ(x)f(x), (13.3)



172 13. ÌÅÒÎÄÛ �ÅØÅÍÈß ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉãäå τ(x) � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ çíàêîîïðåäåëåííàÿ �óíêöèÿ.Âûáèðàÿ íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x0, ïîñòðîèì èòåðàöèîí-íûé ïðîöåññ
xk+1 = ϕ(xk), k = 0, 1, . . . . (13.4)Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (13.4) íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ïðîñòûõ èòåðàöèé.Òåîðåìà 13.1. Ïóñòü x∗ � êîðåíü óðàâíåíèÿ (13.2). Òîãäà, åñëè |ϕ′(x)| 6

q < 1 äëÿ
x ∈ [x∗−δ, x∗+δ], òî ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè x0 ∈ [x∗−δ, x∗+
δ] ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé ñõîäèòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñ÷êîéïðîãðåññèè, çíàìåíàòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî q. Ïðè ýòîì

|xk − x∗| 6 qk |x0 − x∗|.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (13.4)
xk = ϕ(xk−1),à â ñèëó (13.2)
x∗ = ϕ(x∗).Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ âòîðîå è èñïîëüçóÿ �îðìóëó êîíå÷íûõïðèðàùåíèé Ëàãðàíæà, ñ ó÷åòîì óñëîâèé òåîðåìû íàéäåì, ÷òî

|xk − x∗| = |ϕ(xk−1) − ϕ(x∗)| = |ϕ′(ξk)||xk−1 − x∗| 6

6 q|xk−1 − x∗| 6 qk|x0 − x∗|.Çäåñü ξk ∈ (xk−1, x
∗) ⊂ [x∗ − δ, x∗ + δ]. Òåîðåìà äîêàçàíà.Îïðåäåëåíèå 13.1. �îâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk, k = 0, 1, . . .ñõîäèòñÿ ëèíåéíî ïðè k → ∞, åñëè
|xk| 6 q |xk−1|, q = onst < 1,ò.å. åñëè îíà ñõîäèòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ýòàïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ñâåðõëèíåéíî, åñëè
|xk| 6 qk |xk−1|, lim

k→∞
qk = 0.Äàäèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èëëþñòðàöèþ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (13.4).Èçîáðàçèì íà ïëîñêîñòè Oxy ïðÿìóþ y = x è êðèâóþ y = ϕ(x). Ïóñòüñíà÷àëà 0 < ϕ′(x) < 1.



13.2. ÌÅÒÎÄ Ï�ÎÑÒÛÕ ÈÒÅ�ÀÖÈÉ 173

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

XX��

��CC

x∗∗x∗ x0x1x2 �èñ. 2Èç ðèñóíêà 2 âèäíî, ÷òî ïðè 0 < ϕ′(x) 6 q < 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xkìîíîòîííî ñõîäèòñÿ ê x∗, ïðè÷åì ñ òîé ñòîðîíû, ñ êîòîðîé ðàñïîëîæåíîíà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.Åñëè ϕ′(x∗∗) > 1, òî èòåðàöèè íå ñõîäÿòñÿ ê x∗∗.Ïðè −1 < ϕ′(x) < 0 ïðèáëèæåíèÿ äâóñòîðîííèå (ñì. ðèñ. 3). Â ýòîìñëó÷àå ïî äâóì ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèáëèæåíèÿì ëåãêî ñóäèòü î äîñòèã-íóòîé òî÷íîñòè
|xk − x∗| < |xk − xk−1|.Ìîæíî òàêæå óâèäåòü, ÷òî ñõîäèìîñòü òåì áûñòðåå, ÷åì ìåíüøå |ϕ′|. Åñëè

ϕ′(x∗) ≪ 1, òî ïðîöåññ ñõîäèìîñòè óñêîðÿåòñÿ ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ êêîðíþ.
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XX��

��CC

x0 x1x2�èñ. 313.3 Ìåòîä ÍüþòîíàÏóñòü k-å ïðèáëèæåíèå xk ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (13.1) íàéäåíî. �àçëî-æèì �óíêöèþ f(x) â òî÷êå xk ïî �îðìóëå Òåéëîðà
f(x) = f(xk) + (x− xk)f

′(xk) +
(x− xk)

2

2
f ′′(ξk), ξk ∈ (x, xk) (13.5)èëè

∆f := f(x) − f(xk) = df + O(d2f), df := f ′dx = f ′(xk)(x− xk).Çàìåíèì ïðèáëèæåííî ïðèðàùåíèå �óíêöèè åå äè��åðåíöèàëîì
∆f ≈ dfèëè

f(x) ≈ f(xk) + (x− xk)f
′(xk) =: P1(x).



13.3. ÌÅÒÎÄ ÍÜÞÒÎÍÀ 175Ïðèðàâíÿåì òåïåðü �óíêöèþ P1(x), ÿâëÿþùóþñÿ ïðèáëèæåíèåì ê f(x),íóëþ
P1(x) = 0 : f(xk) + (x− xk)f

′(xk) = 0è íàéäåì êîðåíü ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ
x− xk = − f(xk)

f ′(xk)
⇒ x = xk −

f(xk)

f ′(xk)
.Ýòîò êîðåíü è ïðèìåì çà íîâîå ïðèáëèæåíèå. Èòàê, àëãîðèòì ìåòîäàÍüþòîíà ñëåäóþùèé:

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
, k = 0, 1, . . . , x0 � çàäàíî. (13.6)�åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìåòîäà Íüþòîíà òàêîâà. Êàê èç-âåñòíî èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, f ′(xk) åñòü òàíãåíñ óãëà íàêëîíàêàñàòåëüíîé ê êðèâîé y = f(x) â òî÷êå x = xk. Ïðÿìàÿ
y = P1(x) (13.7)èìååò òîò æå íàêëîí, ÷òî è êàñàòåëüíàÿ ê f(x) â òî÷êå xk. Áîëåå òîãî, âòî÷êå x = xk çíà÷åíèÿ P1(x) è f(x) ñîâïàäàþò, è, ñëåäîâàòåëüíî, (13.7)åñòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé y = f(x) â òî÷êå x = xk. Òåì ñàìûì,
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xkxk+1xk+2 �èñ. 4â ìåòîäå Íüþòîíà íà êàæäîé èòåðàöèè êðèâàÿ y = f(x) çàìåíÿåòñÿêàñàòåëüíîé â òî÷êå xk, è âìåñòî óðàâíåíèÿ f(x) = 0 ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå

P1(x) = 0.



176 13. ÌÅÒÎÄÛ �ÅØÅÍÈß ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÑâÿçü ìåòîäà Íüþòîíà ñ ìåòîäîì ïðîñòûõ èòåðàöèé. Ïðè ïðèìåíåíèèìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (13.1) îíî ñíà÷àëà ïðå-îáðàçîâûâàëîñü ê âèäó (13.2), ãäå �óíêöèÿ ϕ(x) îïðåäåëÿëàñü ñîîòíîøå-íèåì (13.3), à èòåðàöèè ïðîâîäèëèñü ïî �îðìóëå (13.4). Ñðàâíèâàÿ (13.4)è (13.6), íàõîäèì, ÷òî
ϕ(x) = x− f(x)

f ′(x)
, (13.8)ò.å. τ(x) èç (13.3) åñòü [−f ′(x)]−1. Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 13.1, äëÿ ñõîäè-ìîñòè ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè ϕ(x) â îêðåñòíîñòèêîðíÿ x∗ äîëæíà áûòü ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû. Èç (13.8)

ϕ′(x) = 1 − (f ′(x))2 − f(x)f ′′(x)

(f ′(x))2
=
f(x)f ′′(x)

(f ′(x))2
. (13.9)Åñëè x∗ � ïðîñòîé êîðåíü óðàâíåíèÿ (13.1), òî f ′(x∗) 6= 0, à ϕ′(x∗) = 0,è ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü x∗, ãäå |ϕ′(x)| < 1. Ïîýòîìó ìåòîä Íüþòîíàâñåãäà ñõîäèòñÿ, åñëè íà÷àëüíîå óñëîâèå âûáðàíî óäà÷íî.Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà. Ïîëàãàÿ â (13.5) x = x∗,ïîëó÷èì

0 = f(xk) + (x∗ − xk)f
′(xk) +

(x∗ − xk)
2

2
f ′′(ξ∗k), ξ∗k ∈ (x∗, xk).Â ñèëó (13.6)

0 = (xk+1 − xk)f
′(xk) + f(xk). (13.10)Âû÷èòàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå èç ïðåäûäóùåãî, ïîëó÷èì

0 = (x∗ − xk+1)f
′(xk) +

1

2
(x∗ − xk)

2f ′′(ξ∗k).Îòñþäà
(xk+1 − x∗) =

1

2

f ′′(ξ∗k)

f ′(xk)
(xk − x∗)2. (13.11)Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

|f ′(x)| > m1, |f ′′(x)| 6 M2. (13.12)Òîãäà
|xk+1 − x∗| 6

M2

2m1
|xk − x∗|2. (13.13)



13.3. ÌÅÒÎÄ ÍÜÞÒÎÍÀ 177Äîìíîæàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà íà M2/(2m1), ïîëó-÷èì, ÷òî
βk+1 =

M2

2m1
|xk+1 − x∗| 6

[
M2

2m1
(xk − x∗)

]2

= β2
k,ò.å.

βk+1 6 β2
k, (13.14)ãäå

βk =
M2

2m1
|xk − x∗|. (13.15)Èç (13.14) èìååì

β1 6 β2
0 , β2 6 β2

1 6 β4
0 = β22

0 , β3 6 β2
2 6 β23

0è âîîáùå
β2

k 6 β2k

0 .Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (13.15), íàõîäèì, ÷òî
|xk − x∗| 6

2m1

M2

[
M2

2m1
|x0 − x∗|

]2k

. (13.16)Äëÿ ñõîäèìîñòè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
M2

2m1
|x0 − x∗| 6 q < 1. (13.17)Èòàê, äîêàçàíàÒåîðåìà 13.2. Ïóñòü f(x) ∈ C2[x∗−δ, x∗+δ], ãäå x∗ � ïðîñòîé êîðåíüóðàâíåíèÿ (13.1), è ïðè x ∈ [x∗ − δ, x∗ + δ] ñïðàâåäëèâû îöåíêè (13.12).Òîãäà, åñëè íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x0 ∈ [x∗ − δ, x∗ + δ] òàêîâî, ÷òîñïðàâåäëèâî (13.17), òî ìåòîä Íüþòîíà (13.6) ñõîäèòñÿ ñ êâàäðàòè÷íîéñêîðîñòüþ, è ñïðàâåäëèâà îöåíêà (13.16).Ïðèìåð 13.2. Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè êîðåíü ñòåïåíè p èç ÷èñëà a > 0.Òîãäà
f(x) := xp − a

xk+1 = xk −
xp

k − a

pxp−1
k

=
p− 1

p
xk +

a

pxp−1
k

.
(13.18)Ïðè p = 2 è a = 3

xk+1 =
xk

2
+

3

2xk
.
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x1 =

7

4
= 1.75, x2 =

97

56
≈ 1.7321, x3 =

97

112
+

84

97
≈ 1.73205080,à x∗ = 1.732050808 . . . . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè â x0 îäèí âåðíûé çíàê,òî â x1 � äâà, â x2 � ÷åòûðå è ò.ä. �ðóáî ãîâîðÿ, ÷èñëî âåðíûõ çíàêîâïîñëå êàæäîé èòåðàöèè óäâàèâàåòñÿ.Çàìå÷àíèå 13.1. Ñõîäèìîñòü ìåòîäà Íüþòîíà óñòàíîâëåíà ïðè óñëîâèè,÷òî êîðåíü x∗ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Íó, à ÷òî áóäåò, åñëè êîðåíü îêàæåòñÿêðàòíûì? ×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, èññëåäóåì ff ′′/(f ′)2 èç (13.9).Åñëè êîðåíü x∗ èìååò êðàòíîñòü p > 1, òî

f(x) = a(x− x∗)p + O
(
(x− x∗)p+1

)

f ′(x) = ap(x− x∗)p−1 + O
(
(x− x∗)p

)

f ′′(x) = ap(p− 1)(x− x∗)p−2 +O
(
(x− x∗)p−1

)
.Îòñþäà

ϕ′(x) =
f(x)f ′′(x)

[f ′(x)]2
=

=
a2p(p− 1)(x− x∗)2p−2 + O

(
(x− x∗)2p−1

)

p2a2(x− x∗)2p−2 +O
(
(x− x∗)2p−1

) =
p− 1

p
+O(x− x∗)(13.19)è â ìàëîé îêðåñòíîñòè x∗ èìååì |ϕ′(x)| < 1. Òåì ñàìûì, ìåòîä Íüþòîíàáóäåò ñõîäèòüñÿ è ê êðàòíîìó êîðíþ, íî ýòà ñõîäèìîñòü íå áóäåò êâàäðà-òè÷íîé; îíà áóäåò âñåãî ëèøü ëèíåéíîé.Ïðèìåð 13.3. Ïóñòü f(x) = x2. Çäåñü x∗ = 0 åñòü äâóêðàòíûé êîðåíü.Ìåòîä Íüþòîíà ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

xk+1 = xk −
x2

k

2xk
=

1

2
xk.Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñî çíà-ìåíàòåëåì q = 1/2.Âîçíèêàåò âîïðîñ, à íåëüçÿ ëè óâåëè÷èòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ê êðàòíîìó êîð-íþ? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëüíûé. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïóòåì ñëåäóþùåãîîáîáùåíèÿ ìåòîäà Íüþòîíà. Èòåðàöèè áóäåì âåñòè ïî �îðìóëå

xk+1 = xk − τ
f(xk)

f ′(xk)
,



13.3. ÌÅÒÎÄ ÍÜÞÒÎÍÀ 179ãäå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà τ îïðåäåëÿåòñÿ êðàòíîñòüþ èñêîìîãî êîðíÿ. Íàéäåì ýòî çíà-÷åíèå. Èìååì
ϕ(x) = x− τ

f(x)

f ′(x)
, ϕ′(x) = 1 − τ

f ′2 − ff ′′

f ′2
= (1 − τ) + τ

ff ′′

f ′2
.Îòñþäà ñ ó÷åòîì (13.19)

ϕ′(x) = (1 − τ) + τ

[
p− 1

p
+O(x− x∗)

]
= 1 − τ + τ

p− 1

p
+O(x− x∗).Âûáåðåì τ èç óñëîâèÿ, ÷òî ϕ′(x∗) = 0. Òîãäà τ = p, è îáîáùåííûé ìåòîä Íüþòîíà

xk+1 = xk − p
f(xk)

f ′(xk)
,ãäå p � êðàòíîñòü èñêîìîãî êîðíÿ, îáëàäàåò ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíàê ïðîñòîìó êîðíþ.Ïðèìåð 13.4. Ïóñòü f(x) = x2(x+ 1) è x∗ = 0 � äâóêðàòíûé êîðåíü. Îáîáùåííûéìåòîä Íüþòîíà ïðèíèìàåò âèä

xk+1 =
x2

k

2 + 3xk

.Åñëè x0 = 1, òî x1 =
1

5
= 0.2, x2 =

1

65
= 0.015, x3 = 0.0000115 è ò.ä.Ñîîòíîøåíèÿ (13.13) è (13.16) óñòàíîâëåííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåî-ðåìû 13.2, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òàê íàçûâàåìûå àïðèîðíûå îöåíêè òî÷íî-ñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ xk. Ýòè îöåíêè ñïðàâåäëèâû âíå çàâèñèìîñòèîò òîãî, ïðîâîäèëîñü ëè ðåàëüíîå âû÷èñëåíèå xk èëè íåò. Èõ öåííîñòüñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè óêàçûâàþò ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ïîãðåøíîñòè ïðèóâåëè÷åíèè k. Äëÿ íåïîñðåäñòâåííîé æå îöåíêè òî÷íîñòè ïîëó÷àåìîãîïðèáëèæåíèÿ îíè íåïðèãîäíû, èáî è â ëåâîé, è â ïðàâîé ÷àñòÿõ íåðà-âåíñòâ ïðèñóòñòâóåò íåèçâåñòíîå òî÷íîå ðåøåíèå x∗.Íàðÿäó ñ àïðèîðíûìè îöåíêàìè ìîæíî óñòàíîâèòü è àïîñòåðèîðíûåîöåíêè, âîñïîëüçîâàòüñÿ êîòîðûìè ìîæíî òîëüêî ïîñëå òîãî, êàê ìû íàé-äåì ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèáëèæåíèå. Àïîñòåðèîðíûå îöåíêè èñïîëüçóþòñÿäëÿ íåïîñðåäñòâåííîé îöåíêè òî÷íîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.Òåîðåìà 13.3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 13.2

|xk+1 − x∗| 6
M2

2m1
|xk+1 − xk|2.



180 13. ÌÅÒÎÄÛ �ÅØÅÍÈß ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÄîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ â (13.5) x = xk+1, íàéäåì, ÷òî
f(xk+1) = f(xk) + (xk+1 − xk)f

′(xk) +
(xk+1 − xk)

2

2
f ′′(ξk).Îòñþäà â ñèëó (13.10) ñëåäóåò, ÷òî

|f(xk+1)| =
(xk+1 − xk)

2

2
f ′′(ξk) 6

(xk+1 − xk)
2

2
M2.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà îñíîâàíèè �îðìóëû êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé è (13.1)

f(xk+1) − f(x∗) = f ′(ηk+1)(xk+1 − x∗) = f(xk+1).Îòñþäà è èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàåò èñêîìàÿ îöåíêà. Òåîðåìàäîêàçàíà.Óïðàæíåíèå 13.1. Äîêàçàòü, ÷òî, åñëè f(x∗) = 0, f ′(x∗) 6= 0, f ′′

(x∗) =
0, f ′′′

(x∗) 6= 0, òî ñõîäèìîñòü ìåòîäà Íüþòîíà áóäåò êóáè÷åñêîé.13.4 Ìåòîä ñåêóùèõÎñíîâíûì äîñòîèíñòâîì ìåòîäà Íüþòîíà, êîòîðîå äåëàåò åãî î÷åíü ïðè-âëåêàòåëüíûì, ÿâëÿåòñÿ âûñîêàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Ê íåäîñòàòêàìñëåäóåò îòíåñòè íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëåíèÿ íà êàæäîì øàãå èòåðàöèéïðîèçâîäíîé. Âòîðîé íåäîñòàòîê � ñèëüíàÿ çàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòèâíî-ñòè ìåòîäà îò íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ: åñëè íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèåîêàçàëîñü íåóäà÷íûì (íåäîñòàòî÷íî áëèçêèì ê èñêîìîìó ðåøåíèþ), ìå-òîä ïðîñòî ðàñõîäèòñÿ. Ïåðâûé íåäîñòàòîê â êàêîé-òî ìåðå ìîæåò áûòüïðåîäîëåí ïóòåì çàìåíû ïðîèçâîäíîé ðàçíîñòíûì îòíîøåíèåì. Èìåííî,çàìåíèì â (13.5) ïðîèçâîäíóþ f ′(xk) íà ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå
∆fk

∆xk
=
fk − fk−1

xk − xk−1
,ãäå fk = f(xk). Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü

xk+1 = xk − fk
xk − xk−1

fk − fk−1
, k = 1, 2, . . . . (13.20)Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ìåòîä äâóõøàãîâûé: ÷òîáû íàéòè xk+1, íóæíî çíàòü xkè xk−1. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òîãî, ÷òîáû íà÷àòü èòåðàöèè, òàêæå òðåáóþòñÿçíà÷åíèÿ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé x0 è x1.



13.4. ÌÅÒÎÄ ÑÅÊÓÙÈÕ 181Îáðàòèìñÿ ê ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ìåòîäà (13.20). Ïóñòü
L1(x) = fk−1

x− xk

xk−1 − xk
+ fk

x− xk−1

xk − xk−1
(13.21)� èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà ïåðâîé ñòåïåíè, ïîñòðîåííûéïî çíà÷åíèÿì �óíêöèè f(x) â óçëàõ xk−1 è xk. �àññìîòðèì ïðÿìóþ

y = L1(x)è íàéäåì åå íóëü, ò.å. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ L1(x) = 0. Ïðèíèìàÿ âî âíèìà-íèå (13.21), íàõîäèì, ÷òî
fk−1(x− xk) = fk(x− xk−1) ≡ fk(x− xk) + fk(xk − xk−1).Îòñþäà

x = xk − fk
xk − xk−1

fk − fk−1
,÷òî ñîâïàäàåò ñ xk+1 èç (13.20). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè â ìåòîäå Íüþ-òîíà êðèâàÿ y = f(x) âñÿêèé ðàç çàìåíÿåòñÿ êàñàòåëüíîé â òî÷êå xk,òî â ìåòîäå (13.20) êðèâàÿ y = f(x) çàìåíÿåòñÿ ñåêóùåé, ïåðåñåêàþùåé

y = f(x) ïðè x = xk−1 è x = xk. Ýòà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿìåòîäà (13.20) è äàåò åìó íàçâàíèå � ìåòîä ñåêóùèõ.Îáðàòèìñÿ ê îöåíêå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñåêóùèõ. Ñíà÷àëàçàìåòèì, ÷òî â ñèëó (13.21) è ñ ó÷åòîì �îðìóëû êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé
L1(xk+1) − L1(x

∗) =

= fk−1
xk+1 − xk

xk−1 − xk
+ fk

xk+1 − xk−1

xk − xk−1
− fk−1

x∗ − xk

xk−1 − xk
− fk

x∗ − xk−1

xk − xk−1
=

= fk−1
xk+1 − x∗

xk−1 − xk
+ fk

xk+1 − x∗

xk − xk−1
=
fk − fk−1

xk − xk−1
(xk+1 − x∗) =

= f ′(ξk)(xk+1 − x∗), ξk ∈ (xk−1, xk)è ïîýòîìó
xk+1 − x∗ =

L1(xk+1) − L1(x
∗)

f ′(ξk)
= −L1(x

∗)

f ′(ξk)
, (13.22)èáî ïî ïîñòðîåíèþ L1(xk+1) = 0. Ïðè âû÷èñëåíèè L1(x
∗) âîñïîëüçóåìñÿ�îðìóëîé äëÿ ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè

f(x) − L1(x) =
1

2
f ′′(ηk)(x− xk−1)(x− xk), ηk ∈ (x, xk−1, xk),
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xk+3x∗ �èñ. 5ãäå (x, xk−1, xk) � îòêðûòûé èíòåðâàë, êîíöàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êðàé-íèå èç óêàçàííûõ òðåõ òî÷åê. Ïîëàãàÿ çäåñü x = x∗ è ïðèíèìàÿ âî âíè-ìàíèå, ÷òî f(x∗) = 0, íàõîäèì èñêîìîå âûðàæåíèå, ïîäñòàâëÿÿ êîòîðîå â(13.22), ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî áóäåì èìåòü
xk+1 − x∗ =

1

2

f ′′(ηk)

f ′(ξk)
(xk − x∗)(xk−1 − x∗). (13.23)Êàê è ïðè èçó÷åíèè ìåòîäà Íüþòîíà, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

|f ′(x)| > m1, |f ′′(x)| 6 M2. (13.24)Òîãäà èç (13.23) áóäåì èìåòü îöåíêó
|xk+1 − x∗| 6

M2

2m1
|xk − x∗| |xk−1 − x∗|.Äîìíîæàÿ òåïåðü îáå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà íà M2/(2m1) è îáîçíà÷àÿ

M2

2m1
|xk − x∗| = ∆k, (13.25)



13.4. ÌÅÒÎÄ ÑÅÊÓÙÈÕ 183íàéäåì, ÷òî
∆k+1 6 ∆k∆k−1. (13.26)Îòñþäà ñëåäóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, ñâåðõëèíåéíàÿ ñõîäèìîñòü ìåòîäà ñå-êóùèõ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íóþ îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäè-ìîñòè, ìû ñíà÷àëà âîñïîëüçóåìñÿ íå âïîëíå ñòðîãèìè ðàññóæäåíèÿìè.Ñðàâíèì (13.26) ñ îöåíêîé (13.14), èç êîòîðîé ñëåäóåò êâàäðàòè÷íàÿ ñõî-äèìîñòü ìåòîäà Íüþòîíà. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñåêóùèõ, êîíå÷íî,íèæå. Âîçìîæíî,

∆k+1 6 ∆ν
k, ãäå 1 < ν < 2. (13.27)Ìû íå áóäåì ïûòàòüñÿ äîêàçûâàòü ýòó îöåíêó, à óñòàíîâèì îöåíêó òèïà(13.27) äëÿ ìàæîðàíòû ïîãðåøíîñòè ∆k. Çàìåòèì, ÷òî, åñëè

zk+1 = zkzk−1, z0 > ∆0, z1 > ∆1, (13.28)òî
∆k+1 6 zk+1. (13.29)Îöåíèâ óáûâàíèå zk, ìû ïîëó÷èì è îöåíêó ∆k. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöå-íèòü zk � ðåøåíèå íåëèíåéíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà(13.28), âûÿñíèì, íåò ëè ñðåäè ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ òàêèõ, êîòîðûåîäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà
zk+1 = zν

k . (13.30)ïðè íåêîòîðîì ν. Åñëè ýòî òàê, òî zk = zν
k−1, è, ñëåäîâàòåëüíî,

zk−1 = z
1/ν
k .Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå è (13.30) â (13.28), ïîëó÷èì

zν
k = z

1+1/ν
k .Ïðèðàâíèâàÿ ñòåïåíè zk â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ, íàõîäèì, ÷òî

ν = 1 + 1/ν, ò.å. ν2 − ν − 1 = 0. (13.31)Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî íàøà ãèïîòåçà âåðíà ïðè
ν1,2 =

1 ±
√

5

2
.
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√

5)/2 îòâå÷àåò íåóáûâàþùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13.30),êîòîðîå íå ìîæåò îïèñûâàòü ñõîäÿùèéñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ. Ïîýòîìóñëåäóåò âçÿòü
ν =

1 +
√

5

2
≈ 1.6180339. (13.32)Èòàê, âìåñòî (13.27) èìååì (13.29), (13.30), (13.32), ÷òî ïîçâîëÿåò ãîâî-ðèòü î ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñåêóùèõ ñî ñêîðîñòüþ (13.32). Êàê è îæèäàëîñü,ýòà ñêîðîñòü ìåíüøå, ÷åì ó ìåòîäà Íüþòîíà.Ïðèìåð 13.5. Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè êîðåíü �óíêöèè f(x) = x2 − a.Ìåòîä ñåêóùèõ ïðèìåíèòåëüíî ê ýòîé �óíêöèè ïðèíèìàåò âèä

xk+1 = xk −
x2

k − a

x2
k − x2

k−1

=
xkxk−1 + a

xk + xk−1
.Åñëè a = 2 è ïîëîæèòü x0 = x1 = 2, òî

x2 =
3

2
, x3 =

7

5
, x4 =

41

29
≈ 1.41379, x5 =

577

408
≈ 1.4142156ïðè x∗ = 1.41421356 . . . .Çàìå÷àíèå 13.2. Íåëèíåéíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (13.30) èìååò î÷å-âèäíîå ðåøåíèå

zk = zνk

0 , (13.33)äëÿ êîòîðîãî, â ÷àñòíîñòè, z1 = zν
0 . Íî â èòåðàöèîííîì ìåòîäå (13.20)èñïîëüçóþòñÿ äâà íà÷àëüíûõ óñëîâèÿ, è ïîýòîìó âåëè÷èíà z1 íå äîëæíàçàâèñåòü îò z0. Ìû âûíóæäåíû êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî íàéäåííîå ðåøåíèå(13.33) íå ñîâñåì ïðàâèëüíî îïèñûâàåò ýòîò ïðîöåññ. Òî, ÷òî ìû íå ïî-ëó÷èëè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (13.28), óäîâëåòâîðÿþùåãî îáîèì íà÷àëüíûìóñëîâèÿì, íå äîëæíî âûçûâàòü óäèâëåíèÿ: ìû âåäü íàøëè ðåøåíèå, îáùååäëÿ (13.28) è (13.30), à èíòåðåñóþùåå íàñ ðåøåíèå ìîæåò (13.30) è íåóäîâëåòâîðÿòü.Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å (13.28) è íàéäåì åå ðåøåíèå. Ëîãàðè�ìèðóÿ óðàâ-íåíèå (13.28), áóäåì èìåòü

ln zk+1 = ln zk + ln zk−1.Îáîçíà÷èì
ln zk = yk, (13.34)



13.4. ÌÅÒÎÄ ÑÅÊÓÙÈÕ 185è ïîëó÷èì äëÿ yk ëèíåéíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîý�-�èöèåíòàìè
yk+1 = yk + yk−1.Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå åñòü
q2 − q − 1 = 0(ñðàâíè ñ (13.31)) ñ êîðíÿìè

q1 =
1 +

√
5

2
, q2 =

1 −
√

5

2
, q1 + q2 = 1,

q2
q1

=
−3 +

√
5

2
≈ −0.38.Ïîýòîìó

yk = c1q
k
1 + c2q

k
2 . (13.35)Óäîâëåòâîðÿÿ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (13.28), áóäåì èìåòü

c1 + c2 = y0 = ln z0,

q1c1 + q2c2 = y1 = ln z1.Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî
c1 =

y1 − y0q2√
5

=
y1 − y0 + y0q1√

5
,

c2 = −y1 − y0q1√
5

= −y1 − y0 + y0q2√
5è, ñëåäîâàòåëüíî,

yk =
y1 + (q1 − 1)y0√

5
qk
1 −

y1 + (q2 − 1)y0√
5

qk
2 =

=
ln(z1z

q1−1
0 )√
5

qk
1 −

ln(z1z
q2−1
0 )√
5

qk
2 ,à ñ ó÷åòîì (13.34)

zk = exp

{
ln(z1z

q1−1
0 )

qk
1√
5
− ln(z1z

q2−1
0 )

qk
2√
5

}
=

=
(
z1z

q1−1
0

)qk
1/

√
5 / (

z1z
q2−1
0

)qk
2/

√
5

.Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî, åñëè
z1 = zq1

0 ,
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z1z

q2−1
0 = zq1+q2−1

0 = 1, z1z
q1−1
0 = z2q1−1

0 = z
√

5
0è, ñëåäîâàòåëüíî,

zk = z
qk
1

0 ,÷òî ñîâïàäàåò ñ (13.33), èáî q1 = ν.Â áîëåå æå ðåàëèñòè÷åñêîì ñëó÷àå, êîãäà z1 = z0,
zk = z

(qk+1
1 −qk+1

2 )/
√

5
0 = z

qk+1
1 (1−(q2/q1)

k+1)/
√

5
0 .Ýòî ñîîòíîøåíèå äàåò ïðåäñòàâëåíèå ïîãðåøíîñòè íà k-îé èòåðàöèè ÷åðåçïîãðåøíîñòè z0 è z1 = z0.Íåáåçûíòåðåñåí âîïðîñ î ñêîðîñòè óáûâàíèÿ ïîãðåøíîñòè íà äâóõ ñî-ñåäíèõ èòåðàöèÿõ. Ïóñòü

zk+1 = zνk

k .Îòñþäà
νk = (ln zk+1)/(ln zk) = yk+1/yk,à ñ ó÷åòîì (13.35)

νk =
yk+1

yk
=
c1q

k+1
1 + c2q

k+1
2

c1qk
1 + c2qk

2

=

= q1
1 + c2

c1
(q2/q1)

k+1

1 + c2

c1
(q2/q1)k

= q1

[
1 − c2

c1

(
q2
q1

)k

+ O

(
q2
q1

)k+1
]

=

= q1 +O
(
(q2/q1)

k
)
.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèÿõ óáûâàíèå ïî-ãðåøíîñòè â ìàëîé îêðåñòíîñòè êîðíÿ ïðîèñõîäèò ñî ñêîðîñòüþ ∼ q1.Çàìå÷àíèå 13.3. Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñå-êóùèõ íèæå, ÷åì ìåòîäà Íüþòîíà. È, òåì íå ìåíåå, ìåòîä ñåêóùèõ ìîæåòîêàçàòüñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì Íüþòîíà.Äëÿ ðåàëèçàöèè êàæäîé èòåðàöèè â ìåòîäå Íüþòîíà íóæíî âû÷èñëÿòüçíà÷åíèå �óíêöèè è åå ïðîèçâîäíîé â íîâîé òî÷êå. Â ìåòîäå ñåêóùèõíà êàæäîé èòåðàöèè íóæíî çíàòü òîëüêî îäíî íîâîå çíà÷åíèå �óíêöèè.Åñëè ýòè îïåðàöèè òðóäîåìêèå, òî äâå èòåðàöèè ïî ìåòîäó ñåêóùèõ ìîãóòáûòü ñðàâíèìû ïî òðóäîåìêîñòè ñ îäíîé èòåðàöèåé ïî ìåòîäó Íüþòîíà,à ýòî ïðèâîäèò ê á�îëüøåìó óìåíüøåíèþ íà÷àëüíîé ïîãðåøíîñòè.



13.5. �ËÎÁÀËÜÍÀß ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ. 18713.5 �ëîáàëüíàÿ ñõîäèìîñòü. �èáðèäíûå àëãîðèòìûÊàê óæå îòìå÷àëîñü, ìåòîä Íüþòîíà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñõîäÿùèìñÿ ìå-òîäîì, ò.å. åãî ñõîäèìîñòü ãàðàíòèðîâàíà ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè íà÷àëü-íîå ïðèáëèæåíèå ðàñïîëîæåíî äîñòàòî÷íî áëèçêî ê èñêîìîìó ðåøåíèþ.Îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ çàðàíåå âåñüìà ïðîáëåìàòè÷íî.Óäà÷íûì âûõîäîì èç ñîçäàâøåéñÿ ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå ëî-êàëüíî áûñòðîñõîäÿùåãîñÿ ìåòîäà Íüþòîíà è íåêîòîðîãî ãëîáàëüíî, íîíå ñëèøêîì áûñòðî ñõîäÿùåãîñÿ ìåòîäà â îäèí àëãîðèòì, íàçûâåìûéãèáðèäíûì. Òàêèì ãëîáàëüíî ñõîäÿùèìñÿ ìåòîäîì ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþñõîäèìîñòè ìîæåò áûòü ìåòîä äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì. Îäíàêî, ïîñêîëü-êó ýòîò ìåòîä íå èìååò àíàëîãà â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, ìû ðàññìîòðèìäðóãîé ìåòîä.Íà ðèñ. 6 èçîáðàæåíà ñèòóàöèÿ, êîãäà èç-çà íåóäà÷íîãî âûáîðà íà÷àëü-
PPPPPPPPPPPPPx0 x1

�èñ. 6
íîãî ïðèáëèæåíèÿ èòåðàöèîííûé ìåòîä Íüþòîíà íà÷èíàåò ðàñõîäèòüñÿ;ïî êðàéíåé ìåðå,

|f(x0)| < |f(x1)|.Òåì íå ìåíåå, êàê ëåãêî âèäåòü, (ãåîìåòðè÷åñêè ýòî î÷åâèäíî) íà îòðåçêå
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[x0, x1] åñòü òî÷êè t òàêèå, ÷òî

|f(t)| < |f(x0)|.Íà ýòîì �àêòå è îñíîâàí èçëàãàåìûé ãèáðèäíûé ìåòîä. Èìåííî, ñäå-ëàåì î÷åðåäíóþ èòåðàöèþ ïî ìåòîäó Íüþòîíà (13.6), îäíàêî ïîëó÷åííîåçíà÷åíèå îáîçíà÷èì íå xk+1, à zk+1 � íåêîòîðîå âñïîìîãàòåëüíîå çíà÷åíèå:
zk+1,1 = xk −

fk

f ′
k

.Çàòåì ñðàâíèì fk è f(zk+1,1). Åñëè
|f(zk+1,1)| < |f(xk)|òî xk+1 = zk+1,1, è äåëàåòñÿ íîâàÿ èòåðàöèÿ ïî ìåòîäó Íüþòîíà. Åñëè æå
|f(zk+1,1)| > |f(xk)|,òî âû÷èñëÿåòñÿ
zk+1,2 =

xk + xk+1

2è ñðàâíèâàåòñÿ f(zk+1,2) è f(xk). È ò.ä.13.6 Ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèéÂ êà÷åñòâå ïðèìåðà ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé
{

4x2
1 + x2

2 = 4,

x1 − x2
2 − t = 0.Çäåñü x1 è x2 � íåèçâåñòíûå, à t � ïàðàìåòð. Ïåðâîå óðàâíåíèå çàäàåò íàïëîñêîñòè Ox1x2 ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè, ðàâíûìè 1 è 2, à âòîðîå � ïàðàáîëó.Êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ êðèâûõ è äàþò ðåøåíèå ñèñòåìû.Åñëè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t èçìåíÿåòñÿ îò −2 äî 5, òî âîçìîæíû ñëåäóþ-ùèå ñèòóàöèè, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå 7, ðàñïîëîæåííîì íà ñëåäóþùåéñòðàíèöå.Ýòî ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ñëîæíîñòè ñ ëîêàëèçàöèåé êîðíåé â ìíî-ãîìåðíîì ñëó÷àå.
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x
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1

t = −2�åøåíèé íåò
x

0 1 2 3

y

K1

1
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x

0 1 2 3

y

K1

1

t = 0Äâà ðåøåíèÿ
x

0 1 2 3

y

K1

1

t = 1Òðè ðåøåíèÿ
x

K1 0 1 2 3

y

K2

2

t = 2×åòûðå ðåøåíèÿ
x

K4 K2 0 2

y

K2

2

t = 65/16Äâà ðåøåíèÿ
x

K4 K2 0 2

y

K2

2

t = 5�åøåíèé íåò�èñ. 7
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f1(x1, x2, . . . , xn) = 0,

f2(x1, x2, . . . , xn) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fn(x1, x2, . . . , xn) = 0.Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ x = [x1 x2 . . . xn]
T , f = [f1 f2 . . . fn]

T , òî ýòóñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíîì âèäå
f(x) = 0. (13.36)Ìíîãèå îäíîøàãîâûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåìû (13.36)ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

Bk
xk+1 − xk

τk+1
+ f(xk) = 0, k = 0, 1, . . . , (13.37)ãäå Bk � íåêîòîðàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Äëÿ ðåàëèçàöèè (13.37) íàêàæäîì øàãå èòåðàöèé íóæíî ðåøàòü ëèíåéíóþ ñèñòåìó

Bkx
k+1 = ϕ(xk), ϕ(xk) = Bkx

k − τk+1f(xk). (13.38)Ìåòîä (13.37) íàçûâàåòñÿ ÿâíûì, åñëè Bk = I, è íåÿâíûì â ïðîòèâíîìñëó÷àå. Ñèñòåìó (13.38) ìîæíî ðåøàòü ëèáî ïðÿìûì ìåòîäîì, ëèáî èòåðà-öèîííûì. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èòåðàöèè, ïðèâîäÿùèå ê ðåøåíèþ ëèíåéíîéñèñòåìû (13.38), íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè, à èòåðàöèè ïî íåëèíåéíîñòè(13.37) � âíåøíèìè.Ïðè Bk = I è τk+1 = τ èç (13.37) èìååì
xk+1 = ϕ(xk), ϕ(x) = x− τϕ(x), (13.39)ò.å. ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé. Â ðàçâåðíóòîé �îðìå îí ïðèíèìàåò âèä

xk+1
1 = ϕ1(x

k
1, x

k
2, . . . , x

k
n),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xk+1

n = ϕn(x
k
1, x

k
2, . . . , x

k
n).Ïóñòü

ϕ′ =




∂ϕ1

∂x1

∂ϕ1

∂x2
. . .

∂ϕ1

∂xn
∂ϕ2

∂x1

∂ϕ2

∂x2
. . .

∂ϕ2

∂xn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂ϕn

∂x1

∂ϕn

∂x2
. . .

∂ϕn
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13.6. ÑÈÑÒÅÌÛ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ 191� ìàòðèöà ßêîáè �óíêöèè ϕ. Òîãäà ìåòîä (13.39) ñõîäèòñÿ, åñëè
‖ϕ′‖ 6 q < 1.13.6.1 Ìåòîä ÍüþòîíàÏóñòü

∆f = df + O(|dx|2)è
∆f ≈ df = f ′dx

dx = x− xk, ∆f = f(x) − f(xk),

f(x) ≈ f(xk) + f ′(xk)(x− xk) = 0.Îòñþäà
f ′(xk)(xk+1 − xk) + f(xk) = 0, (13.40)èëè, â ðàçðåøåííîì âèäå,
xk+1 = xk − [f ′(xk)]−1f(xk). (13.41)Íåðàçðåøåííàÿ �îðìà áîëåå åñòåñòâåííà, èáî íà êàæäîé èòåðàöèè òðåáó-åòñÿ ðåøàòü ëèíåéíóþ ñèñòåìó ñ ìàòðèöåé f ′(xk). Î÷åâèäíî, ÷òî (13.40)åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé (13.37) ïðè Bk = f ′(xk) è τk+1 = 1. Ìåòîä î÷åíü òðó-äîåìîê: íà êàæäîé èòåðàöèè òðåáóåòñÿ âû÷èñëåíèå n2 ýëåìåíòîâ ìàòðèöû

f ′(xk) è ðåøåíèå ñèñòåìû ñ ýòîé ìàòðèöåé. Ñõîäèìîñòü êâàäðàòè÷íàÿ èçìàëîé îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ x∗. Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòîÒåîðåìà 13.4. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) : Rn → Rn ïðèíàäëåæèò C1(D),ãäå D � îòêðûòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî â Rn, ïðè÷åì x∗ ∈ D. Ïóñòü
[f ′(x∗)]−1 ñóùåñòâóåò è ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå R,
C è L òàêèå, ÷òî ‖[f ′(x∗)]−1‖ 6 C,

‖f ′(x) − f ′(y)‖ 6 L ‖x− y‖ ∀x, y ∈ B(x∗, R).Òîãäà ñóùåñòâóåò r > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x0 ∈ B(x∗, r) ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü (13.40) îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà è ñõîäèòñÿ ê x∗, ïðè÷åì
‖xk+1 − x∗‖ 6 CL ‖xk − x∗‖2



192 13. ÌÅÒÎÄÛ �ÅØÅÍÈß ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÏîêàæåì, êàê âûãëÿäèò ñèñòåìà (13.40) â ðàçâåðíóòîì (ïîêîîðäèíàò-íîì)âèäå ïðè n = 2.
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+
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k
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k
2)

]
= 0,

xk+1
1 = xk

1 + δk+1
1 ,

xk+1
2 = xk

2 + δk+1
2 .Ïðèìåð 13.6. �àññìîòðèì íåëèíåéíóþ ñèñòåìó

ex2
1+x2

2 − 1 = 0,

ex2
1−x2

2 − 1 = 0,êîòîðàÿ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗ = 0. Ìåòîä Íüþòîíà ñ íà÷àëü-íûì ïðèáëèæåíèåì x0 = [0.1 0.1]T çà 15 èòåðàöèé ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ
[0.61 · 10−5 0.61 · 10−5]T , ÷òî äåìîíñòðèðóåò äîâîëüíî âûñîêóþ ñêîðîñòüñõîäèìîñòè. Îäíàêî ïðè äðóãîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè x0 = [10 10]Täëÿ ïîëó÷åíèÿ òîãî æå ðåçóëüòàòà òðåáóåòñÿ óæå 220 èòåðàöèé, à ïðè
x0 = [20 20]T ìåòîä Íüþòîíà äëÿ ýòîé ñèñòåìû ðàñõîäèòñÿ.Ïîñêîëüêó èòåðàöèè ïî ìåòîäó Íüþòîíà ñõîäÿòñÿ íå âñåãäà (êàê â ïðè-âåäåííîì ïðèìåðå), òî è â ýòîì ñëó÷àå åãî íóæíî îáúåäèíÿòü ñ ãëîáàëüíîñõîäÿùèìñÿ ìåòîäîì, íàïðèìåð, òàê, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ îäíîãîóðàâíåíèÿ.13.6.2 Àíàëîãè ìåòîäà ñåêóùèõÍåñêîëüêî óïðîñòèòü ìåòîä Íüþòîíà ìîæíî, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå,îòêàçàâøèñü îò òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû ßêîáè, ò.å. ïóòåì çàìåíûïðîèçâîäíûõ ðàçíîñòíûìè îòíîøåíèÿìè. Åñëè øàãè ïî ïåðåìåííûì xiïðè àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ áóäóò ïîñòîÿííûìè, òî ïîñòðîåííûéìåòîä óòðàòèò ñâåðõëèíåéíóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà. Ïî-ýòîìó øàãè äîëæíû ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè ïðèáëèæåíèè xk ê x∗. Åñëèïîëîæèòü

hk
i = xk−1

i − xk
i , i = 1, . . . , n,
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B(xk, xk−1) := [bij] =

=

[
{
fi(x

k
1, . . . , x

k
j−2, x

k−1
j−1, x

k
j , . . . , x

k
n) − fi(x

k
1, . . . , x

k
j , . . . , x

k
n)
} 1
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j − xk

j

]
≈

≈
[
∂fi

∂xj
(xk)

]
,òî ïîëó÷èì ïðîñòåéøèé âàðèàíò ìåòîäà ñåêóùèõ

B(xk, xk−1)(xk+1 − xk) + F (xk) = 0.Ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, íà ñâåðõëèíåéíóþ ñõî-äèìîñòü ñ ïîðÿäêîì 1+
√

5
2 .13.6.3 Ìåòîä ÁðîéäåíàÏðåæäå, ÷åì ïðèñòóïàòü ê ïîñòðîåíèþ ýòîãî ìåòîäà, âåðíåìñÿ íà íåêî-òîðîå âðåìÿ ê îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ. Ïðè ïîñòðîåíèè ìåòîäà Íüþòîíà�óíêöèþ f(x) ìû çàìåíèëè ëèíåéíîé ìîäåëüþ

f(x) ≈ f(xk) + f ′(xk)(x− xk) =: P1(x),íóëü êîòîðîé è ïðèíÿëè çà íîâîå ïðèáëèæåíèå
P1(x) = 0, ⇒ x = xk+1.Â ìåòîäå ñåêóùèõ ëèíåéíàÿ ìîäåëü áûëà èíîé:

f(x) ≈ f(xk) + qk(x− xk) =: L1(x), (13.42)ãäå
qk =

f(xk) − f(xk−1)

xk − xk−1
,ò.å.

f(xk) − f(xk−1) = qk(xk − xk−1). (13.43)Èíòåãðèðîâàòü ñîîòíîøåíèå (13.42) ìîæíî äâîÿêî: ðàññìàòðèâàòü óðàâ-íåíèå y = L1(x) êàê óðàâíåíèå ïðÿìîé, àïïðîêñèìèðóþùåé êàñàòåëüíóþ
y = P1(x); ðàññìàòðèâàòü y = L1(x) êàê èíòåðïîëÿöèþ �óíêöèè f(x)ïî òî÷êàì xk è xk+1. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå îáå èíòåðïðåòàöèè ïðèâîäÿòê îäíèì è òåì æå ñîîòíîøåíèÿì. Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå äåëî îáñòîèò



194 13. ÌÅÒÎÄÛ �ÅØÅÍÈß ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉíåñêîëüêî ñëîæíåå. Ïåðâàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðèâîäèò ê äèñêðåòíûì ìå-òîäàì Íüþòîíà, êîòîðûå ìû óæå îáñóæäàëè. ïðè âòîðîé èíòåðïðåòàöèèýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå äëÿ (îäíîçíà÷íîãîîïðåäåëåíèÿ qk.Â n-ìåðíîì ñëó÷àå ëèíåéíàÿ ìîäåëü, àíàëîãè÷íàÿ (13.42), äîëæíà âû-ãëÿäåòü òàê:
f(x) ≈ f(xk) +Qk(x− xk) =: Ψk(x), (13.44)ãäå âìåñòî (13.43) ìû èìååì
f(xk) − f(xk−1) = Qk(x

k − xk−1). (13.45)Ýòî ñîîòíîøåíèå óæå Qk îäíîçíà÷íî íå îïðåäåëÿåò: ñóùåñòâóåò ìíîãîìàòðèö Qk, ïåðåâîäÿùèõ çàäàííûé âåêòîð (xk −xk−1) â äðóãîé çàäàííûéâåêòîð [f(xk) − f(xk−1)]. Ïîýòîìó áóäåì ñòðîèòü ìàòðèöû Bk òàêèì îá-ðàçîì, ÷òîáû ïåðåõîä îò Bk−1 ê Bk òðåáîâàë ìèíèìàëüíûõ èçìåíåíèé.Ïóñòü â ñîîòâåòñòâèè ñ (13.44)
f(xk−1) +Qk−1(x− xk−1) = Ψk−1(x).Âû÷òåì ýòî ñîîòíîøåíèå èç (13.44) è ïðåîáðàçóåì ñ ó÷åòîì (13.45)

Ψk(x) − Ψk−1(x) = f(xk) +Qk(x− xk) − f(xk−1) −Qk−1(x− xk−1) =

= Qk(x
k − xk−1) + (Qk −Qk−1)x−Qkx

k +Qk−1x
k−1 =

= (Qk −Qk−1)(x− xk−1).Ïóñòü âåêòîð t 6= 0 îðòîãîíàëåí âåêòîðó (xk −xk−1), ò.å. (xk −xk−1, t) = 0è ïóñòü
x− xk−1 = α(xk − xk−1) + t.Òîãäà ñ ó÷åòîì (13.45)

Ψk(x) − Ψk−1(x) = α(Qk −Qk−1)(x
k − xk−1) + (Qk −Qk−1)t =

= α[f(xk − f(xk−1))] − qk−1(x
k − xk−1) + (Qk −Qk−1)t.Ïåðâûå äâà âåêòîðà ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ óæå îïðåäåëåíû, à ïîñëåäíèéçàâèñèò îò îò îïðåäåëåíèÿ Qk. Ïóñòü Qk òàêîâà, ÷òî

(Qk −Qk−1)t = 0 ∀ t : (t, xk − xk−1) = 0.Ýòî áóäåò çàâåäîìî òàê, åñëè ïîëîæèòü
Qk−Qk−1 =

1

‖xk − xk−1‖2

[
(f(xk) − f(xk−1)) −Qk−1(x

k − xk−1)
]
[xk−xk−1]T .



13.6. ÑÈÑÒÅÌÛ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ 195Èòàê, ïîñòðîåí èòåðàöèîííûé ìåòîä, íàçûâàåìûé ìåòîäîì Áðîéäåíà:
Qk(x

k+1 − xk) + f(xk) = 0, k = 0, 1, . . .

Qk = Qk−1 +

[
(f(xk) − f(xk−1)) −Qk−1(x

k − xk−1)
]
[xk − xk−1]T

‖xk − xk−1‖2

x0, Q0Îáû÷íî Q0 = f ′(x0).
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14Ââåäåíèå
�àññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ-íåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

d u

d t
= f(t, u), t > 0, u(0) = u0. (14.1)Èç êóðñà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èçâåñòíî, ÷òî äëÿ îäíîçíà÷íîéðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (14.1) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0 äî-ñòàòî÷íî, ÷òîáû �óíêöèÿ f(t, u) áûëà íåïðåðûâíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè

(0, u0) è óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó. Èçâåñò-íû ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå îòñóòñòâèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (14.1) èëè åãîíååäèíñòâåííîñòü ïðè íàðóøåíèè óêàçàííûõ óñëîâèé. Ìû âñåãäà áóäåìïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (14.1) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Äëÿäàëüíåéøåãî íàì äàæå ïðèäåòñÿ ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èñêîìîå ðåøåíèå äî-ñòàòî÷íî ãëàäêîå.14.1 Ïðèìåðû ÷èñëåííûõ ìåòîäîâÏðèâåäåì íåñêîëüêî ïðîñòåéøèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (14.1).Äëÿ ýòîãî ââåäåì íà ïîëóîñè t > 0 ðàâíîìåðíóþ ñåòêó, ò.å. ìíîæåñòâîòî÷åê (êîòîðûå íàçîâåì óçëàìè)
ω = {tn = nτ, n = 0, 1, . . . ; τ > 0}è áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (14.1) â óçëàõ ω. Âåëè÷èíó

τ áóäåì íàçûâàòü øàãîì ñåòêè ω. Äîãîâîðèìñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèåâ óçëå tn îáîçíà÷àòü òîé æå áóêâîé, ÷òî è ðåøåíèå çàäà÷è (14.1), íî ñèíäåêñîì n âíèçó: un. Òåì ñàìûì, ìû îòêàçûâàåìñÿ îò ÷àñòî èñïîëüçóå-ìîãî îáîçíà÷åíèÿ u(tn) = un; òåïåðü u(tn) � çíà÷åíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ â198



14.1. Ï�ÈÌÅ�Û ×ÈÑËÅÍÍÛÕ ÌÅÒÎÄÎÂ 199óçëå tn, à un � çíà÷åíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â ýòîì óçëå, è, âîîáùåãîâîðÿ, u(tn) 6= un. Íàîáîðîò, un − u(tn) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîãðåøíîñòü÷èñëåííîãî ìåòîäà â óçëå tn, êîòîðóþ íàì ïðåäñòîèò îöåíèâàòü. Äàííîåñîãëàøåíèå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì, îäíàêî îñòàíîâèìñÿ íà íåì.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (14.1)îò tn äî tn+1

u(tn+1) − u(tn) =

∫ tn+1

tn

f(t, u(t)) dt (14.2)è çàìåíèì ïðèáëèæåííî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ýòîé �îðìóëû êàêîé-ëèáî êâàäðàòóðíîé �îðìóëîé. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ÷åòûðå òàêèõ �îð-ìóëû.Ïîñòðîåííàÿ â êóðñå "Ââåäåíèå â ÷èñëåííûå ìåòîäû"êâàäðàòóðíàÿ�îðìóëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïðåäñòàâëÿåò èíòåãðàë ïðîèçâåäåíèåì äëèíûîòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ è çíà÷åíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè â ñåðåäèíåýòîãî îòðåçêà ∫ b

a

ϕ(x) dx ≈ |b− a|ϕ
(
a+ b

2

)
. (14.3)Ýòà êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà òî÷íà íà ìíîãî÷ëåíàõ ïåðâîé ñòåïåíè, è ïðèìàëûõ |b− a| åå ïîãðåøíîñòü åñòü O(|b− a|3).Íàðÿäó ñ ýòîé êâàäðàòóðíîé �îðìóëîé, êîòîðóþ ìû âïðåäü áóäåìíàçûâàòü �îðìóëîé öåíòðàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ìîæíî ââåñòè òàêíàçûâàåìûå �îðìóëû ëåâûõ è ïðàâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ïåðâàÿ èç íèõñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè èíòåãðàëà ïðîèçâåäåíèåì äëèíû îòðåçêà èíòå-ãðèðîâàíèÿ è çíà÷åíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè â ëåâîì êîíöå îòðåçêà

∫ b

a

ϕ(x) dx ≈ |b− a|ϕ(a), (14.4)à âòîðàÿ � ïðîèçâåäåíèåì äëèíû îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ è çíà÷åíèÿïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè â ïðàâîì êîíöå îòðåçêà
∫ b

a

ϕ(x) dx ≈ |b− a|ϕ(b). (14.5)Îáå ýòè �îðìóëû òî÷íû òîëüêî íà ìíîãî÷ëåíàõ íóëåâîé ñòåïåíè è èìåþòïîãðåøíîñòü O(|b− a|2).à) Ìåòîä Ýéëåðà. Çàìåíèì èíòåãðàë â (14.2) �îðìóëîé ëåâûõ ïðÿ-ìîóãîëüíèêîâ (14.4). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî
u(tn+1) − u(tn) ≈ τf(tn, u(tn)). (14.6)



200 14. ÂÂÅÄÅÍÈÅÎïðåäåëèì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (14.1) êàê òàêóþ ñåòî÷íóþ�óíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà ω, êîòîðàÿ ïðåâðàùàåò ñîîòíîøåíèå (14.6)â ðàâåíñòâî. �àçäåëèâ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî íà τ , áóäåì èìåòü
un+1 − un

τ
= f(tn, un), n = 0, 1, . . . , u0 = u(0). (14.7)Ñîîòíîøåíèå (14.7) ïîçâîëÿåò ðåêóððåíòíûì îáðàçîì íàéòè ïðèáëèæåí-íîå ðåøåíèå âî âñåõ óçëàõ. ×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è (14.1), ðå-àëèçóåìûé �îðìóëàìè (14.7), íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Ýéëåðà.á) Íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà. Çàìåíèì òåïåðü èíòåãðàë â (14.2) �îð-ìóëîé ïðàâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ (14.5). Äëÿ îòûñêàíèÿ ïðèáëèæåííîãîðåøåíèÿ ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

un+1 − un

τ
= f(tn+1, un+1), n = 0, 1, . . . , u0 = u(0). (14.8)Ñîîòíîøåíèÿ (14.8) êîðåííûì îáðàçîì îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòíîøåíèé (14.7):äëÿ îòûñêàíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ un+1 òåïåðü íóæíî ðåøàòü íåëè-íåéíûå óðàâíåíèÿ

un+1 − τf(tn+1, un+1) = un.Ìåòîä (14.8) íàçûâàåòñÿ íåÿâíûì ìåòîäîì Ýéëåðà. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðî-ñòîòû âû÷èñëåíèé îí ñèëüíî óñòóïàåò îáû÷íîìó ìåòîäó Ýéëåðà (14.7).Êàê áóäåò ïîêàçàíî ïîçæå, ïî òî÷íîñòè îáà ìåòîäà ñðàâíèìû. Åùå ïîçæåáóäåò óñòàíîâëåíà ñóùåñòâåííî á�îëüøàÿ óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà (14.8) ïîñðàâíåíèþ ñ (14.7).â) Ìåòîä �óíãå. Çàìåíèì èíòåãðàë â (14.2) �îðìóëîé öåíòðàëüíûõïðÿìîóãîëüíèêîâ (14.3)
u(tn+1) − u(tn) ≈ τf(tn+1/2, u(tn+1/2)). (14.9)Èñïîëüçîâàííûé íàìè ðàíåå ïðèåì ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïóòåìïðåâðàùåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà â òî÷íîå çà ñ÷åò çàìåíû u(tn) íà

un çäåñü íàïðÿìóþ íå ïðîõîäèò: â ïðèáëèæåííîì ðàâåíñòâå �èãóðèðóåòçíà÷åíèå f ïðè u â òî÷êå tn+1/2, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ óçëîâîé. Åñëè æåìû âñå æå âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì ïðèåìîì è ââåäåì ïðîìåæóòî÷íîå çíà-÷åíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â òî÷êå tn+1/2, òî íàì ïîòðåáóåòñÿ äîïîë-íèòåëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â òî÷êå
tn+1/2. Îáîçíà÷èì ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ÷å-ðåç un+1/2. Òîãäà èç (14.9)

un+1 − un

τ
= f(tn+1/2, un+1/2), (14.10)



14.2. ÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÀÖÈß. 201à äëÿ îòûñêàíèÿ un+1/2 íàïèøåì, íàïðèìåð, ñîîòíîøåíèå Ýéëåðà (14.7)
un+1/2 − un

τ/2
= f(tn, un). (14.11)Èòàê, â ìåòîäå (14.10), (14.11) âû÷èñëåíèå íîâîãî ïðèáëèæåííîãî çíà-÷åíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ un+1 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîýòàïíî. Ñíà÷àëà íàõî-äèòñÿ ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå un+1/2 ïî �îðìóëå (14.11), à çàòåì è ñàìî

un+1 èç (14.10). Âû÷èñëåíèÿ ïî îáåèì �îðìóëàì ÿâíûå. Ìåòîä (14.10),(14.11) áûë ïðåäëîæåí íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì �óíãå è íîñèò åãî èìÿ.Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî òî÷íîñòü ìåòîäà (14.10), (14.11) âûøå, ÷åì òî÷íîñòüìåòîäîâ (14.7) è (14.8); äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà âñå æå èñïîëüçîâàíàáîëåå òî÷íàÿ êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà.Çàìå÷àíèå 14.1. Â íåêîòîðûõ ó÷åáíèêàõ ïî ÷èñëåííûì ìåòîäàì ìåòîä(14.10), (14.11) íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ïðåäèêòîð-êîððåêòîð (ïðåäñêàçûâà-þùå êîððåêòèðóþùèì).ã) Ìåòîä òðàïåöèé. Íàêîíåö, çàìåíèì èíòåãðàë â (14.2) �îðìóëîéòðàïåöèé ∫ b

a

ϕ(x)dx ≈ |b− a| ϕ(a) + ϕ(b)

2
.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

un+1 − un

τ
=
f(tn, un) + f(tn+1, un+1)

2
, n = 0, 1, . . . , u0 = u(0).(14.12)Êàê è â ñëó÷àå íåÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà (14.8), ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà (14.12)òðåáóåò ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

un+1 −
τ

2
f(tn+1, un+1) = F (un) := un +

τ

2
f(tn, un).Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî òî÷íîñòü ìåòîäà (14.12) ñðàâíèìà ñ òî÷íîñòüþ ìåòî-äà �óíãå (14.10), (14.11), à ïî óñòîé÷èâîñòè îí çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèòïîñëåäíèé è â ýòîì îòíîøåíèè áëèçîê ê íåÿâíîìó ìåòîäó Ýéëåðà (14.8).Ìåòîä (14.12) áóäåì íàçûâàòü ìåòîäîì òðàïåöèé.14.2 Àïïðîêñèìàöèÿ.Îïðåäåëåíèå 14.1. Ñåòî÷íàÿ �óíêöèÿ

zn = un − u(tn), n = 1, 2, . . .



202 14. ÂÂÅÄÅÍÈÅíàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ ðåøåíèÿ.Çàìå÷àíèå 14.2. Ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ îïðåäåëåíà òîëüêî â óçëàõ îñ-íîâíîé ñåòêè ω, íî íå â ïðîìåæóòî÷íûõ óçëàõ.Âûâåäåì óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ âìåòîäå Ýéëåðà (14.7). Ïîäñòàâèâ un = zn + u(tn) â (14.7), ïîëó÷èì
zn+1 − zn

τ
+
u(tn+1) − u(tn)

τ
= f(tn, u(tn) + zn). (14.13)Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ïî �îð-ìóëå Òåéëîðà

f(tn, u(tn) + zn) = f(tn, u(tn)) + zn
∂f

∂u
(tn, ũ),ãäå

ũ = u(tn) + θzn, 0 < θ < 1.Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â (14.13) è ïðåîáðàçîâûâàÿ, íàéäåì, ÷òî
zn+1 − zn

τ
=
∂f

∂u
(tn, ũ)zn + ψn, (14.14)ãäå

ψn = f(tn, u(tn)) −
u(tn+1) − u(tn)

τ
. (14.15)Èñêîìîå óðàâíåíèå ïîëó÷åíî.Îïðåäåëåíèå 14.2. Ñåòî÷íàÿ �óíêöèÿ ψn, çàäàâàåìàÿ ñîîòíîøåíèåì(14.15), íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè äè��åðåíöèàëüíîãîóðàâíåíèÿ (14.1) óðàâíåíèåì (14.7).Çàìå÷àíèå 14.3. Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàç-íîñòü ìåæäó ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿìè óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî ÷èñëåí-íûé ìåòîä, åñëè òóäà âìåñòî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïîäñòàâèòü òî÷íîå.Îöåíèì ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ìåòîäà Ýéëåðà. Èñïîëüçóÿ �îð-ìóëó Òåéëîðà è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óðàâíåíèå (14.1), â ïðåäïîëîæåíèèíåïðåðûâíîñòè âòîðîé ïðîèçâîäíîé u(t) èç (14.15) áóäåì èìåòü

ψn = f(tn, u(tn)) −
u(tn) + τu′(tn) + τ2

2 u
′′(tn + θ̃τ) − u(tn)

τ
=

= [f(tn, u(tn)) − u′(tn)] +
τ

2
u′′(tn + θ̃τ) = O(τ).Òåì ñàìûì, ìåòîä Ýéëåðà èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè.



14.2. ÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÀÖÈß. 203Óïðàæíåíèå 14.1. Èññëåäîâàòü ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ìåòîäîâ(14.8) è (14.12).Óêàçàíèå.Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê ðàçëîæåíèå ïî �îðìóëå Òåéëîðàâ ìåòîäå (14.8) âåñòè â òî÷êå tn+1, à â ìåòîäå (14.12) � â òî÷êå tn+1/2.



15Ìåòîäû �óíãå-Êóòòû
15.1 Îáùàÿ êîíöåïöèÿÎñíîâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

du

dt
= f(t, u), t > 0, u(0) = u0 (15.1)è ñèñòåì òàêèõ óðàâíåíèé, íàèáîëåå øèðîêî èñïîëüçóåìûå â âû÷èñëèòåëü-íîé ïðàêòèêå, äåëÿòñÿ íà äâà áîëüøèõ êëàññà: ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû èìåòîäû �óíãå-Êóòòû. Âñå ïðèâåäåííûå â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ÷èñëåííûåìåòîäû îòíîñÿòñÿ ê ìåòîäàì �óíãå-Êóòòû, õîòÿ íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóòòðàêòîâàòüñÿ è êàê ìíîãîøàãîâûå (îäíîøàãîâûå).Ñåé÷àñ ìû îïèøåì îáùóþ êîíöåïöèþ ìåòîäîâ �óíãå-Êóòòû. Äëÿ ýòîãîâíîâü îáðàòèìñÿ ê èíòåãðàëüíîìó ñîîòíîøåíèþ (14.2), íà îñíîâå êîòîðîãîìû ñòðîèëè èçëîæåííûå âûøå ìåòîäû. Íî ïðåæäå ñäåëàåì îäíî äîïóùå-íèå îòíîñèòåëüíî óðàâíåíèÿ (15.1), êîòîðîå â äàëüíåéøåì ñóùåñòâåííîîáëåã÷èò íàì æèçíü. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü f ýòîãî óðàâ-íåíèÿ íå çàâèñèò ÿâíûì îáðàçîì îò t, ò.å. f ≡ f(u) è, ñëåäîâàòåëüíî,

du

dt
= f(u), t > 0, u(0) = u0. (15.2)Ñäåëàííîå äîïóùåíèå íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì, èáî âñå ÷èñëåííûå ìåòî-äû, ïîñòðîåííûå äëÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ, äîïóñêàþò î÷åâèäíîå ðàñïðîñòðà-íåíèå íà ñëó÷àé ñèñòåìû, ò.å., âîîáùå ãîâîðÿ, u ìîæíî ñ÷èòàòü âåêòîðîì.Åñëè æå f çàâèñèò ÿâíûì îáðàçîì îò t, òî, îáîçíà÷èâ, íàïðèìåð, t =

u0(t) è îáúÿâèâ u0(t) íîâîé íåèçâåñòíîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ èíà÷àëüíîìó óñëîâèþ
u′0(t) = 1, u0(0) = 0,204



15.1. ÎÁÙÀß ÊÎÍÖÅÏÖÈß 205ìû ñâåäåì çàäà÷ó ê ðàíåå îãîâîðåííîìó ñëó÷àþ.Èòàê, ïóñòü f = f(u). Ïåðåïèøåì äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èíòåãðàëüíîåñîîòíîøåíèå (14.2)
u(tn+1) − u(tn) =

∫ tn+1

tn

f(u) dt. (15.3)Ñäåëàåì â èíòåãðàëå (15.3) çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëàãàÿ
(t− tn)/τ = θ. (15.4)Ýòà çàìåíà ïåðåâîäèò îòðåçîê [tn, tn+1] â [0, 1] òàê, ÷òî

u(tn+1) − u(tn) = τ

∫ 1

0

f(û(θ)) dθ, (15.5)ãäå
û(θ) = u(t(θ)).Ïóñòü

0 6 θ1 < θ2 < · · · < θs 6 1 (15.6)ñóòü óçëû, à b1, b2, . . . , bs � âåñà íåêîòîðîé êâàäðàòóðíîé �îðìóëû, àï-ïðîêñèìèðóþùåé ∫ 1

0 ϕ(θ)dθ. Èñïîëüçóÿ ýòó �îðìóëó äëÿ àïïðîêñèìàöèèèíòåãðàëà â (15.5), áóäåì èìåòü
u(tn+1) − u(tn) ≈ τ

s∑

i=1

bif (û(θi)) . (15.7)×òîáû ïîëó÷èòü èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ÷èñëåííûé ìåòîä, íóæíî òî÷íûåçíà÷åíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ çàìåíèòü íà ïðèáëèæåííûå, à ïðèáëèæåííîåðàâåíñòâî � íàîáîðîò íà òî÷íîå. Íî ïðåæäå ìû äîëæíû ââåñòè äîïîëíè-òåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Áóäåì îáîçíà÷àòü çíà÷åíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøå-íèÿ â òî÷êå t, îòâå÷àþùåé óçëó êâàäðàòóðíîé �îðìóëû θi (t = tn + τθi)÷åðåç Yi. Òîãäà èñêîìîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä
un+1 = un + τ

s∑

i=1

bif(Yi). (15.8)×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ Yi, ïðîèíòåãðèðóåì (15.2)îò tn äî tn + τθi è ñäåëàåì çàìåíó (15.4)
û(θi) − u(tn) =

∫ tn+τθi

tn

f(u(t)) dt = τ

∫ θi

0

f(û(θ)) dθ.



206 15. ÌÅÒÎÄÛ �ÓÍ�Å-ÊÓÒÒÛÇàìåíèì è çäåñü èíòåãðàë êâàäðàòóðíîé �îðìóëîé ñ òåìè æå óçëàìè(15.6). Ýòà êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà áóäåò íåñêîëüêî ñâîåîáðàçíîé, èáî íåâñå åå óçëû áóäóò ëåæàòü íà îòðåçêå èíòåãðèðîâàíèÿ. �àçóìååòñÿ, åå âåñà,âîîáùå ãîâîðÿ, äîëæíû áûòü îòëè÷íû îò bj è äàæå áûòü ñâîèìè äëÿêàæäîãî i. Ïóñòü
Yi = un + τ

s∑

j=1

aijf(Yj), i = 1, 2, . . . , s. (15.9)Ñîîòíîøåíèÿ (15.8), (15.9) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ÷èñëåííûé ìåòîä.Èòàê, äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå un+1 (êîãäà un óæåíàéäåíî), ñíà÷àëà íóæíî ðåøèòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëèíåéíóþ ñèñòåìó(15.9) è îïðåäåëèòü Yi, i = 1, 2, . . . , s, êîòîðûå çàòåì ñëåäóåò ïîäñòàâèòüâ (15.8).Îïðåäåëåíèå 15.1. Ìåòîä (15.8), (15.9) íàçûâàåòñÿ s-ýòàïíûì ìåòî-äîì �óíãå-Êóòòû.Ýòîò ìåòîä ïðèíÿòî çàïèñûâàòü òàáëèöåé åãî êîý��èöèåíòîâ, êîòîðàÿíàçûâàåòñÿ òàáëèöåé Áóò÷åðà
c1 a11 a12 . . . a1s

c2 a21 a22 . . . a2s

. . . . . . . . . . . . . . . .

cs as1 as2 . . . ass

b1 b2 . . . bs

ci =
s∑

j=1

aij. (15.10)
Çàìå÷àíèå 15.1. Ïîñêîëüêó bi ñóòü âåñîâûå êîý��èöèåíòû êâàäðàòóð-íîé �îðìóëû äëÿ èíòåãðàëà ïî åäèíè÷íîìó îòðåçêó, òî s∑

i=1

bi = 1. Èçàíàëîãè÷íûõ ñîîáðàæåíèé ci =
s∑

j=1

aij = θi.Çàìå÷àíèå 15.2. Åñëè áû âìåñòî (15.2) ðàññìàòðèâàëîñü óðàâíåíèå(15.1), òî ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 15.1 ñîîòíîøåíèÿ (15.8) è (15.9) ïðèíÿëèáû âèä
un+1 = un + τ

s∑

i=1

bif(tn + τci, Yi),

Yi = un + τ
s∑

j=1

aijf(tn + τcj , Yj), i = 1, 2, . . . , s.



15.2. ÎÄÍÎÝÒÀÏÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ �ÓÍ�Å-ÊÓÒÒÛ 207Îïðåäåëåíèå 15.2. Åñëè â òàáëèöå Áóò÷åðà (15.10) êîý��èöèåíòû
aij = 0 ïðè j > i, òî ìåòîä (15.8), (15.9) íàçûâàåòñÿ ÿâíûì s-ýòàïíûììåòîäîì �óíãå-Êóòòû.Îïðåäåëåíèå 15.3. Åñëè aij = 0 ïðè i > j è õîòÿ áû îäèí aii 6= 0, òîìåòîä (15.8), (15.9) íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíî íåÿâíûì.Îïðåäåëåíèå 15.4. Åñëè aij = 0 ïðè j > i, à aii = a, i = 1, . . . , s, òîìåòîä (15.8), (15.9) íàçûâàåòñÿ îäíîêðàòíî íåÿâíûì.Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ìû ãîâîðèì î íåÿâíûõ ìåòîäàõ �óíãå-Êóòòû.Êîý��èöèåíòû â òàáëèöå Áóò÷åðà (15.10) ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõâûáèðàþòñÿ èç ñîîáðàæåíèé ìàêñèìàëüíîé òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà.15.2 Îäíîýòàïíûå ìåòîäû �óíãå-ÊóòòûÈññëåäóåì îäíîýòàïíûå (s = 1) ìåòîäû �óíãå-Êóòòû. Ïðè s = 1 ñîîòíî-øåíèÿ (15.9), (15.8) ïðèíèìàþò âèä

Y1 = un + τa11f(Y1), (15.11)
un+1 = un + τb1f(Y1). (15.12)Èç ñîîáðàæåíèé àïïðîêñèìàöèè (êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà äîëæíà áûòüòî÷íîé ïî êðàéíåé ìåðå íà onst) íàõîäèì, ÷òî b1 = 1. Åñëè òåïåðüïîëîæèòü a11 = 0, òî ìåòîä áóäåò ÿâíûì, ïðè÷åì Y1 = un, à (15.12) ìîæíîïåðåïèñàòü â âèäå
un+1 − un

τ
= f(un).Ìû ïîëó÷èëè ìåòîä Ýéëåðà. Òåì ñàìûì, ìåòîä Ýéëåðà åñòü ÿâíûé îäíî-ýòàïíûé ìåòîä �óíãå-Êóòòû.Åñëè âçÿòü a11 = 1, òî ìåòîä (15.11), (15.12) áóäåò íåÿâíûì. Ïðè ýòîìïðàâûå ÷àñòè (15.11) è (15.12) ñîâïàäàþò, ÷òî ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

Y1 = un+1. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (15.11), (15.12) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
un+1 − un

τ
= f(un+1).Ýòî íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà (14.8). Îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ îäíîýòàïíûì ìåòî-äîì �óíãå-Êóòòû.



208 15. ÌÅÒÎÄÛ �ÓÍ�Å-ÊÓÒÒÛÈññëåäóåì òåïåðü íàèáîëåå öåëåñîîáðàçíûé âûáîð ïàðàìåòðîâ b1 è a11ñ òî÷êè çðåíèÿ ìèíèìèçàöèè ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè. ×òîáû íàéòèïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (15.12) â âèäå
un+1 − un

τ
= b1f(Y1) (15.13)(ñð. ñ (14.7), (14.8), (14.10) è (14.12)), à ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (15.11) îáîçíà-÷èì ÷åðåç Y1(un). Åñëè, êàê è âûøå, zn = un − u(tn), òî

zn+1 − zn

τ
= b1f(Y1(u(tn) + zn)) −

u(tn+1) − u(tn)

τ
.È ñíîâà, ðàñêëàäûâàÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè ïî �îðìóëå Òåéëî-ðà, íàõîäèì, ÷òî

zn+1 − zn

τ
= b1

[
f(Y1(u(tn))) +

∂f

∂u
(ũ)zn

]
− u(tn+1) − u(tn)

τ
=

= b1
∂f

∂Y1

∂Y1

∂u
(ũ)zn + ψn,ãäå

ψn = b1f(Y1(u(tn))) −
u(tn+1) − u(tn)

τ
(15.14)� ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè, à Y1(u(tn)) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (15.11)ñ u(tn) âìåñòî un, ò.å.

Y1(u(tn)) = u(tn) + τa11f(Y1(u(tn))). (15.15)Çàìå÷àíèå 15.3. Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè (15.14) ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé ðàçíîñòü ìåæäó ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿìè óðàâíåíèÿ (15.13), åñëè òó-äà âìåñòî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïîäñòàâèòü òî÷íîå (ñð. ñ çàìå÷àíèåì14.3).�àçëîæèì ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè (15.14) ïî ñòåïåíÿì τ . Èìååì
ψn = b1

[
f(Y1)

∣∣∣∣
τ=0

+τ
d f(Y1)

d τ

∣∣∣∣
τ=0

+
τ 2

2

d̃2f

dτ 2

]
−
[
u′(tn) +

τ

2
u′′(tn) +

τ 2

6
˜̃u′′′
]
.Èç (15.15) ñëåäóåò, ÷òî Y1|τ=0 = u(tn) è ïîýòîìó

f(Y1)
∣∣
τ=0

= f(u(tn)).Ñíîâà ñ èñïîëüçîâàíèåì (15.15) íàõîäèì, ÷òî
df(Y1)

dτ

∣∣∣∣
τ=0

=
df

dY1

dY1

dτ

∣∣∣∣
τ=0

=
df

du
(u(tn))a11f(u(tn)),



15.2. ÎÄÍÎÝÒÀÏÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ �ÓÍ�Å-ÊÓÒÒÛ 209à èç óðàâíåíèÿ (15.2)
u′(tn) = f(u(tn)), u′′(tn) =

df

dt
(u(tn)) =

df

du
(u(tn))

du

dt
(tn) =

df

du
f.Ïîýòîìó

ψn = (b1 − 1)f(u(tn)) + τ

[
b1a11 −

1

2

]
f(u(tn))

df

du
(u(tn)) + O(τ 2).Òåì ñàìûì, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè áûëà O(τ 2),íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

b1 = 1, a11b1 = 1/2. (15.16)Îòñþäà íàõîäèì
b1 = 1, a11 = 1/2è, ñëåäîâàòåëüíî, íåÿâíûé îäíîýòàïíûé ìåòîä �óíãå-Êóòòû
Y1 = un +

τ

2
f(Y1),

un+1 = un + τf(Y1)
(15.17)èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè.Çàìå÷àíèå 15.4. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (15.17) ñëåäóåò, ÷òî ìîìåíòâðåìåíè, íà êîòîðûé Y1 ïðèáëèæàåò u(t), åñòü t + τ/2, èáî äëÿ çàäà÷è

u′ = 1, u(0) = 0, èìåþùåé ðåøåíèå u = t, Y1 = un + τ/2 = tn + τ/2.Òåì ñàìûì, äëÿ óðàâíåíèÿ (15.1) ìåòîä (15.17) ïðèíèìàåò âèä (ñð. ñçàìå÷àíèåì 15.2)
Y1 = un +

τ

2
f(tn+1/2, Y1),

un+1 = un + τf(tn+1/2, Y1).Óïðàæíåíèå 15.1. Ïîêàçàòü, ÷òî âòîðîå èç ñîîòíîøåíèé ìåòîäà (15.17)ïîëó÷àåòñÿ èñïîëüçîâàíèåì â (15.7) îäíîòî÷å÷íîé �îðìóëû �àóññà (óçåë� ïîëèíîìà Ëåæàíäðà ïåðâîé ñòåïåíè íà [0, 1], à âåñîâîé êîý��èöèåíòêâàäðàòóðíîé �îðìóëû � èíòåãðàë ïî [0, 1] ñîîòâåòñòâóþùåãî âåñîâîãîêîý��èöèåíòà èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà). Ïðè ýòîì äëÿ ïîëó÷åíèÿïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (15.17) èñïîëüçóåòñÿ êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà (ñ òåìæå óçëîì) ñ âåñîâûì êîý��èöèåíòîì, ïîëó÷åííûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî
[0, θ1] òîãî æå âåñîâîãî êîý��èöèåíòà èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà.



210 15. ÌÅÒÎÄÛ �ÓÍ�Å-ÊÓÒÒÛÑîîòíîøåíèÿ (15.17) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü. Èñêëþ÷èâ f(Y1), íàéäåì,÷òî un+1 = 2Y1 − un. Âûðàæàÿ îòñþäà Y1 è ïîäñòàâëÿÿ åãî âî âòîðîåóðàâíåíèå (15.17), ïîëó÷èì
un+1 = un + τf

(
un+1 + un

2

)
.Çàìå÷àíèå 15.5. Ìåòîä (15.17) ñèëüíî íàïîìèíàåò ìåòîä �óíãå (14.10),(14.11). Îòëè÷èå ìåæäó íèìè ñîñòîèò â òîì, ÷òî çäåñü ïðîìåæóòî÷íîåçíà÷åíèå íàõîäèòñÿ ïî íåÿâíîé �îðìóëå, à â ìåòîäå �óíãå ïî ÿâíîé �îð-ìóëå (14.11). Ìåòîä (15.17), êàê ìû óæå ñêàçàëè, ÿâëÿåòñÿ îäíîýòàïíûì(íåÿâíûì) ìåòîäîì �óíãå-Êóòòû, à ìåòîä (14.10), (14.11) � äâóõýòàïíûì(ÿâíûì) ìåòîäîì. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñëîâó ýòàï çäåñü ìû ïðèäàåì ÷åòêèéìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë.

15.3 Ìåòîäû òðåòüåãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèèÂûÿñíèì îãðàíè÷åíèÿ íà êîý��èöèåíòû òàáëèöû Áóò÷åðà (15.10), îáåñ-ïå÷èâàþùèå òðåòèé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè s-ýòàïíîãî ìåòîäà �óíãå-Êóòòû. Äëÿ ýòîãî íóæíî èññëåäîâàòü ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè
ψn := ψn(τ) :=

s∑

i=1

bif(Yi(u(tn))) −
u(tn+1) − u(tn)

τ
,ãäå

Yi(u(tn)) = u(tn) + τ

s∑

j=1

aijf(Yj(u(tn))) =: Yi(u(tn); τ), i = 1, 2, . . . , s.(15.18)Íàïîìíèì âûâîä ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ψn. Èç (15.8)
un+1 − un

τ
=

n∑

i=1

bif(Yi) =:
s∑

i=1

bif(Yi(un)).
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zn+1 − zn

τ
=

s∑

i=1

bif(Yi(u(tn) + zn)) −
u(tn+1) − u(tn)

τ
=

=
s∑

i=1

bif(Yi(u(tn))) + zn

s∑

i=1

bi
df(Yi(u))

du

∣∣∣∣
u=u(tn)+σizn

−u(tn+1) − u(tn)

τ
=

=

(
s∑

i=1

bi
df(Yi(u))

du

∣∣∣∣
u=u(tn)+σizn

)
zn + ψn.

�àñêëàäûâàÿ ψn(τ) ïî τ äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, áóäåì èìåòü
ψn(τ) =

s∑

i=1

bi

[
f(Yi)

∣∣∣∣
τ=0

+τ
d f(Yi)

d τ

∣∣∣∣
τ=0

+
τ 2

2

d2 f(Yi)

d τ 2

∣∣∣∣
τ=0

+
τ 3

6

d3 f(Yi)

d τ 3

∣∣∣∣
τ=0

+

+O(τ 4)
]
−
[
u′(tn) +

τ

2
u′′(tn) +

τ 2

6
u′′′(tn) +

τ 3

24
uIV (tn) + O(τ 4)

]
. (15.19)Ïîñêîëüêó f(Yi(u(tn))) åñòü ñëîæíàÿ �óíêöèÿ τ , òî âû÷èñëèì ñíà÷àëàïðîèçâîäíûå ïî τ �óíêöèè Yi(u(tn); τ) ïðè τ = 0. Èç (15.18) ñ ó÷åòîì(15.10), íàõîäèì, ÷òî

Yi

∣∣∣∣
τ=0

= u(tn),

Y ′
i

∣∣∣∣
τ=0

=
d Yi

d τ

∣∣∣∣
τ=0

=

[
s∑

j=1

aijf(Yj) + τ
s∑

j=1

aij
d f

d Yj
Y ′

j

] ∣∣∣∣
τ=0

= f(u(tn))ci,

Y ′′
i

∣∣∣∣
τ=0

=

[
2

s∑

j=1

aij
df

dYj
Y ′

j +τ
s∑

j=1

aij
d2f

dY 2
j

Y ′
j Y

′
j +τ

s∑

j=1

aij
df

dYj
Y ′′

j

]∣∣∣∣
τ=0

=

= 2
df

du
f(u(tn))

s∑

j=1

aijcj .
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f(Yi(u(tn)))

∣∣∣∣
τ=0

= f(u(tn)),

df(Yi)

dτ

∣∣∣∣
τ=0

=
df

dYi
Y ′

i

∣∣∣∣
τ=0

=
df

du
f(u(tn))ci,

d2f(Yi)

dτ 2

∣∣∣∣
τ=0

=

[
d2f

dY 2
i

(Y ′
i )

2+
df

dYi
Y ′′

i

]∣∣∣∣
τ=0

=

=
d2f

du2
f 2(u(tn))c

2
i + 2

(
df

du

)2

f(u(tn))
s∑

j=1

aijcj.Äàëåå, èç (15.2)
u′ = f, u′′ =

df

du
u′ = f ′f, u′′′ = f ′′u′f + (f ′)2u′ = f ′′f 2 + (f ′)2f

uIV = f ′′′u′f 2 + f ′′2ff ′u′ + 2f ′f ′′u′f + (f ′)3u′ =

= f ′′′f 3 + 4f ′′f ′f 2 + (f ′)3fè, ñëåäîâàòåëüíî,
u(tn+1) − u(tn)

τ
= f +

τ

2
f ′f +

τ 2

6

(
f ′′f 2 + (f ′)2f

)
+ O(τ 3). (15.20)Çàìå÷àíèå 15.6. Åñëè áû ïðàâàÿ ÷àñòü f óðàâíåíèÿ â (15.1) ÿâíî çàâè-ñåëà îò t, òî âìåñòî (15.20) ïðè ðàçëîæåíèè äî O(τ 4) ìû áû èìåëè

u(tn+1) − u(tn)

τ
=

= f +
τ

2
(ft + fuf) +

τ 2

6
(ftt + 2ftuf + fuft + fuuff + fufuf)+

+
τ 3

24
(fttt + 3fttuf + 3ftuuff + 3fuuftf + 3ftuft + 3ftufuf + 2fuftuf+

+ fufuft + fuftt + fuuufff + 3fuufuff + fufuuff + fufufuf) +O(τ 4).Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü íàéäåííûå ðàçëîæåíèÿ â (15.19), áóäåì èìåòü
ψn =

s∑

i=1

bi

[
f + τf ′fci +

τ 2

2

(
f ′′f 2c2i + 2f ′2f

s∑

j=1

aijcj

)]
−

−
[
f +

τ

2
f ′f +

τ 2

6

(
f ′′f 2 + f ′2f

)]
+O(τ 3).

(15.21)



15.3. ÌÅÒÎÄÛ Ò�ÅÒÜÅ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ ÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÀÖÈÈ 213Îòñþäà, ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êîý��èöèåíòû ïðè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ τ ,íàõîäèì, ÷òî óñëîâèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ñóòü
s∑

i=1

bi = 1,

s∑

i=1

bici =
1

2
,

(15.22)
s∑

i=1

bic
2
i =

1

3
,

s∑

i,j=1

biaijcj =
1

6
(bTAc =

1

6
).

(15.23)
Ïðè ýòîì (15.22) ñóòü óñëîâèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè (ñð. ñ(15.16)).Çàìå÷àíèå 15.7. ×òîáû èìåòü óñëîâèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà àïïðîêñè-ìàöèè, ê óñëîâèÿì (15.22), (15.23) íóæíî äîáàâèòü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

s∑

i=1

bic
3
i =

1

4
,

s∑

i,j=1

biciaijcj =
1

8
,

s∑

i,j=1

biaijc
2
j =

1

12
,

s∑

i,j,k=1

biaijajkck =
1

24
.

(15.24)
Çàìå÷àíèå 15.8. ×èñëî óñëîâèé, íàêëàäûâàåìûõ íà êîý��èöèåíòû biè aij ìåòîäà (15.8), (15.9) (íà ýëåìåíòû òàáëèöû Áóò÷åðà (15.10)) äëÿïîëó÷åíèÿ ìåòîäà ïîðÿäêà p ïðèâåäåíî â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå.Òàáëèöà 1.Ïîðÿäîê p 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10×èñëî óñëîâèé 1 2 4 8 17 37 85 200 486 1205



214 15. ÌÅÒÎÄÛ �ÓÍ�Å-ÊÓÒÒÛÇàìå÷àíèå 15.9. Óñëîâèÿ (15.22) ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 15.1 ìîæíî òðàê-òîâàòü êàê óñëîâèÿ òî÷íîñòè êâàäðàòóðíîé �îðìóëû èç (15.7) íà ëèíåé-íûõ �óíêöèÿõ.1 Äîáàâëåíèå ê ýòèì óñëîâèÿì ïåðâîãî èç ñîîòíîøåíèé(15.23), à çàòåì è ïåðâîãî èç ñîîòíîøåíèé (15.24) íà óêàçàííóþ êâàä-ðàòóðíóþ �îðìóëó íàêëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ òî÷íîñòè íàêâàäðàòè÷íûõ è êóáè÷íûõ �óíêöèÿõ.Óïðàæíåíèå 15.2. Ïîêàçàòü, ÷òî ìåòîä òðàïåöèé (14.12) ÿâëÿåòñÿíåÿâíûì äâóõýòàïíûì ìåòîäîì �óíãå-Êóòòû âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñè-ìàöèè. (Íàéòè âñå bi, aij è ïîêàçàòü íåâûïîëíåíèå õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé(15.23))Îòâåò:
0 0 0

1 1/2 1/2

1/2 1/2

(
1

2
02 +

1

2
12

)
6= 1

3
.Óïðàæíåíèå 15.3. Ïîêàçàòü, ÷òî ìåòîä �óíãå (14.10),(14.11) ÿâëÿåòñÿÿâíûì äâóõýòàïíûì ìåòîäîì �óíãå-Êóòòû âòîðîãî ïîðÿäêà.Îòâåò:

1/2 1/2

0 1

[
0 · 0 + 1 · 1

4

]
6= 1

3
.15.4 Äâóõýòàïíûå íåÿâíûå ìåòîäû òðåòüåãî ïîðÿäêàÏîëîæèì â (15.22), (15.23) ïàðàìåòð s = 2. Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà ïðèìåòâèä

b1 + b2 = 1,

c1b1 + c2b2 = 1/2,

c21b1 + c22b2 = 1/3,

b1(a11c1 + a12c2) + b2(a21c1 + a22c2) = 1/6.

(15.25)Ýòà ñèñòåìà ñîäåðæèò ÷åòûðå óðàâíåíèÿ è øåñòü íåèçâåñòíûõ (Åñëè íåñ÷èòàòü c1 è c2, çàäàâàåìûå (15.10)). Ïîýòîìó, âîîáùå ãîâîðÿ, äâà èçýòèõ íåèçâåñòíûõ äîëæíû îñòàòüñÿ ñâîáîäíûìè, à îñòàëüíûå âûðàçèòüñÿ÷åðåç íèõ. Ñèñòåìà (15.25) íåëèíåéíàÿ, à äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì, âîîáùåãîâîðÿ, íåò ðåãóëÿðíûõ ñïîñîáîâ îòûñêàíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Îäíàêî,1Âåäü ci = θi, ò.å. êîîðäèíàòà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ â i-îì óçëå.



15.4. ÄÂÓÕÝÒÀÏÍÛÅ ÍÅßÂÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ Ò�ÅÒÜÅ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ 215ñèñòåìà (15.25) ìîæåò áûòü ðåøåíà òî÷íî. Óêàæåì îäèí èç ïóòåé, ïðèâî-äÿùèõ ê ðåøåíèþ ýòîé ñèñòåìû.Äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (15.25) ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òîíåèçâåñòíûå c1 è c2 íàéäåíû, è ðàññìîòðèì ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ (15.25)êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî b1 è b2. Ïîñêîëüêó ýòàñèñòåìà ïåðåîïðåäåëåíà, òî äëÿ åå ðàçðåøèìîñòè íåîáõîäèìî îáðàùåíèå âíóëü îïðåäåëèòåëÿ ðàñøèðåííîé ìàòðèöû, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé,
∣∣∣∣∣∣

1 1 1
c1 c2 1/2

c21 c22 1/3

∣∣∣∣∣∣
=

1

3
c2 +

1

2
c21 + c1c

2
2 − c21c2 −

1

2
c22 −

1

3
c1 =

= (c2 − c1)

[
1

3
− c1 + c2

2
+ c1c2

]
= 0.

(15.26)
Ïðîàíàëèçèðóåì ýòî ñîîòíîøåíèå. Åñëè áû c1 = c2, òî ïîñëåäíåå óðàâíå-íèå (15.25) ïðèíÿëî áû âèä

c21b1 + c22b2 = 1/6,÷òî ïðîòèâîðå÷èò òðåòüåìó óðàâíåíèþ (15.25), è ïîýòîìó
c1 − c2 6= 0. (15.27)Òåì ñàìûì, èç (15.26) è (15.27) ñëåäóåò, ÷òî åäèíñòâåííûì óñëîâèåì ðàç-ðåøèìîñòè îòíîñèòåëüíî b1 è b2 ñèñòåìû ïåðâûõ òðåõ óðàâíåíèé (15.25)ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå

2 − 3(c1 + c2) + 6c1c2 = 0èëè
(3 − 6c1)c2 = 2 − 3c1.Ïîñêîëüêó c1 = 1/2 íå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâíåíèþ, òî

c1 6= 1/2 (15.28)è ìîæíî íàéòè
c2 =

2 − 3c1
3(1 − 2c1)

. (15.29)�àçðåøèì òåïåðü ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ (15.25) îòíîñèòåëüíî b1 è b2 ïðèïîìîùè �îðìóë Êðàìåðà. Áóäåì èìåòü
∆ =

∣∣∣∣
1 1

c1 c2

∣∣∣∣ = c2−c1 6= 0, ∆1 =

∣∣∣∣
1 1

1/2 c2

∣∣∣∣ = c2−
1

2
, ∆2 =

∣∣∣∣
1 1

c1 1/2

∣∣∣∣ =
1

2
−c1,



216 15. ÌÅÒÎÄÛ �ÓÍ�Å-ÊÓÒÒÛè, ñëåäîâàòåëüíî,
b1 =

c2 − 1/2

c2 − c1
=

1

4(3c21 − 3c1 + 1)
, b2 =

3(1 − 2c1)
2

4(3c21 − 3c1 + 1)
. (15.30)Èç (15.29), (15.30) ñëåäóåò, ÷òî c1 ìîæíî ïðèíÿòü çà ïàðàìåòð. Â êà÷åñòâåâòîðîãî ïàðàìåòðà âîçüìåì a12. Òîãäà

a11 = c1 − a12. (15.31)Ïîñêîëüêó
a21 = c2 − a22, (15.32)òî, ïîäñòàâëÿÿ (15.31), (15.32) â ïîñëåäíåå èç óðàâíåíèé (15.25), ïîëó÷èì

b1[(c1 − a12)c1 + a12c2] + b2[(c2 − a22)c1 + a22c2] = 1/6.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (15.30) è âòîðîå èç óðàâíåíèé (15.25), ïîñëå ðàç-ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ îòíîñèòåëüíî a22, áóäåì èìåòü
a22 =

1/6 − c1/2 − a12(c2 − 1/2)

1/2 − c1
=

(1 − 3c1)(1 − 2c1) − a12

3(1 − 2c1)2
. (15.33)Òåïåðü èç (15.32), (15.29) è (15.33) íàõîäèì, ÷òî

a21 =
1 − 2c1 + a12

3(1 − 2c1)2
. (15.34)Ñîîòíîøåíèÿ (15.29), (15.30), (15.31), (15.33), (15.34) çàäàþò äâóõïàðà-ìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî íåÿâíûõ äâóõýòàïíûõ ìåòîäîâ �óíãå-Êóòòû òðå-òüåãî ïîðÿäêà:

c1 c1 − a12 a12

2 − 3c1
3(1 − 2c1)

1 − 2c1 + a12

3(1 − 2c1)2

(1 − 3c1)(1 − 2c1) − a12

3(1 − 2c1)2

1

4(3c21 − 3c1 + 1)

3(1 − 2c1)
2

4(3c21 − 3c1 + 1)

(15.35)
Åñëè ïîëîæèòü, a12 = 0, òî ïîëó÷èì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâîäèàãîíàëüíî íåÿâíûõ äâóõýòàïíûõ ìåòîäîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà. Ïîëàãàÿòåïåðü c1 ≡ a11 ≡ a22, èç (15.33) äëÿ c1 ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

6c21 − 6c1 + 1 ñ êîðíÿìè c1 = γ = (3 ±
√

3)/6. Òàáëèöà Áóò÷åðà ýòîãîäâóõýòàïíîãî îäíîêðàòíî íåÿâíîãî ìåòîäà òðåòüåãî ïîðÿäêà èìååò âèä
θ1 = γ γ 0

θ2 = 1 − γ 1 − 2γ γ

1/2 1/2

γ =
3 ±

√
3

6
. (15.36)



15.5. ßÂÍÛÅ ÄÂÓÕÝÒÀÏÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ 217Ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà γ ìåòîä (15.36) èìååò ïîãðåøíîñòü àï-ïðîêñèìàöèè O(τ 2)15.5 ßâíûå äâóõýòàïíûå ìåòîäûÂ ñèëó îïðåäåëåíèÿ äëÿ ÿâíîãî äâóõýòàïíîãî ìåòîäà a11 = a12 = a22 = 0è ëèøü a21 6= 0.Óïðàæíåíèå 15.4. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ aij = 0 äâóõýòàïíûé ìåòîäâûðîæäàåòñÿ â îäíîýòàïíûé.Ïîñêîëüêó äâóõýòàïíûå ìåòîäû òðåòüåãî ïîðÿäêà èìåþò ëèøü äâà ñâî-áîäíûõ ïàðàìåòðà, à ìû çàäàëè òðè, òî ðàññ÷èòûâàòü íà òðåòèé ïîðÿäîêó ÿâíûõ äâóõýòàïíûõ ìåòîäîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïðèõîäèòñÿ. Ïîêàæåì,÷òî òàê îíî è åñòü.Ïðèíèìàÿ a21 çà ïàðàìåòð, èç óñëîâèé âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè(15.22), êîòîðûå â íàøåì ñëó÷àå ïðèíèìàþò âèä
b1 + b2 = 1, a21b2 = 1/2,íàõîäèì

b1 =

(
1 − 1

2a21

)
, b2 =

1

2a21
. (15.37)Òåì ñàìûì, ÿâíûå äâóõýòàïíûå ìåòîäû �óíãå-Êóòòû âòîðîãî ïðîÿäêàîáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî.Äàëåå, ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íàðÿäó ñ a11, a12, a22 è

c1 = 0, òî ëåâàÿ ÷àñòü ÷åòâåðòîãî èç óñëîâèé (15.25) îáðàùàåòñÿ â íóëüè ñëåäîâàòåëüíî ýòî óñëîâèå âûïîëíåííûì áûòü íå ìîæåò. Ìû äîêàçàëè,÷òî ÿâíûõ äâóõýòàïíûõ ìåòîäîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà íå ñóùåñòâóåò.Èç (15.21) ñëåäóåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè äâóõýòàïíîãî ÿâ-íîãî ìåòîäà �óíãå-Êóòòû âòîðîãî ïîðÿäêà (15.37) èìååò âèä
ψn = τ 2

{
1

4

(
a21 −

2

3

)
f 2f ′′ − 1

6
ff ′2

}
+ O(τ 3).Ïîýòîìó ïðè a21 = 2/3 ãëàâíûé ÷ëåí ïîãðåøíîñòè óïðîùàåòñÿ, è ïîãðåø-íîñòü ïðèíèìàåò âèä

ψn = −τ
2

6
ff ′2 +O(τ 3).



218 15. ÌÅÒÎÄÛ �ÓÍ�Å-ÊÓÒÒÛÑàì æå ìåòîä â ýòîì ñëó÷àå çàäàåòñÿ òàáëèöåé Áóò÷åðà
0 0 0

2/3 2/3 0

1/4 3/4

.Åñëè æå ïîëîæèòü a21 = 1, òî ïîëó÷èì ìåòîä Õîéíà
Y1 = un, Y2 = un + τf(Y1),

un+1 = un +
τ

2
[f(Y1) + f(Y2)]ñ òàáëèöåé Áóò÷åðà

0 0 0

1 1 0

1/2 1/2

.Ïðè a21 = 1/2 ïðèõîäèì ê óæå èçâåñòíîìó íàì ìåòîäó �óíãå (14.10),(14.11).Óïðàæíåíèå 15.5. Âûïèñàòü âñå ïîñòðîåííûå ìåòîäû âòîðîãî ïîðÿäêàè ãëàâíûå ÷ëåíû èõ ïîãðåøíîñòåé àïïðîêñèìàöèè.15.6 Äâóõýòàïíûé ìåòîä ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêàÊîý��èöèåíòû ìåòîäà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü åùå÷åòûðåì óñëîâèÿì (15.24). Õîòÿ ó äâóõýòàïíîãî ìåòîäà òðåòüåãî ïîðÿäêàîñòàëîñü òîëüêî äâà ïàðàìåòðà, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé äâóõýòàïíûéìåòîä ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Åãî êîý��èöèåíòû ñóòü
1/2 −

√
3/6 1/4 1/4 −

√
3/6

1/2 +
√

3/6 1/4 +
√

3/6 1/4

1/2 1/2

(15.38)Çàìå÷àíèå 15.10. Åñëè áû f íå çàâèñåëà îò u (u′ = f(t), un+1 =

un + τ
∫ 1

0 f̂(θ) dθ), òî äâóõýòàïíûé ìåòîä ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïîëó÷èëñÿáû, òîëüêî åñëè êâàäðàòóðà â (15.8) áûëà êâàäðàòóðîé �àóññà, ò.å. b1 =
b2 = 1/2, à θ1 è θ2 � ñäâèíóòûå íà [0, 1] íóëè ïîëèíîìà Ëåæàíäðà âòîðîéñòåïåíè P2(x) = 1

2(3x
2 − 1). Êîðíÿìè ýòîãî ïîëèíîìà ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà

x1,2 = ±1/
√

3. Äåëàÿ ëèíåéíóþ çàìåíó, ïåðåâîäÿùóþ îòðåçîê [−1, 1] â



15.7. ßÂÍÛÅ Ò�ÅÕÝÒÀÏÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ Ò�ÅÒÜÅ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ 219îòðåçîê [0, 1], íàõîäèì, ÷òî óçëû êâàäðàòóðû �àóññà íà [0, 1] ñóòü θ1,2 =

1/2 ∓
√

3/6, êàê â (15.38). Îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû ïîëó÷àþòñÿ, åñëèïðîèíòåãðèðîâàòü ïî [0, θ1] è [0, θ2] âåñîâûå �óíêöèè èíòåðïîëÿöèîííîãîïîëèíîìà Ëàãðàíæà ñ ãàóññîâûìè óçëàìè.Óïðàæíåíèå 15.6. Äîêàçàòü, ÷òî â (15.38)
aij =

∫ θj

0

pi(θ) dθ,ãäå pi(θ) � ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ (èíòåðïîëÿíò ïî äâóì óçëàì) òàêàÿ, ÷òî
pi(θi) = 1, pi(θj) = 0 ïðè i 6= j. Óáåäèòüñÿ â âûïîëíåíèè óñëîâèé (15.22)-(15.24).15.7 ßâíûå òðåõýòàïíûå ìåòîäû �óíãå-Êóòòû òðå-òüåãî ïîðÿäêà�àññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ÿâíûå òðåõýòàïíûå ìåòîäû. Â ñèëó îïðåäå-ëåíèÿ

a11 = a12 = a13 = a22 = a23 = a33 = 0,è óêàçàííûå ìåòîäû çàäàþòñÿ òàáëèöåé
c2 a21

c3 a31 a32

b1 b2 b3Óñëîâèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè (15.22), (15.23) â ðàññìàòðè-âàåìîì ñëó÷àå ïðèíèìàþò âèä
b1 + b2 + b3 = 1,

b2c2 + b3c3 = 1/2,

b2c
2
2 + b3c

2
3 = 1/3,

b3a32c2 = 1/6.

(15.39)Ýòà ñèñòåìà èìååò äâà îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà ðåøåíèé è îäíîäâóõïàðàìåòðè÷åñêîå. Íàéäåì èõ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âòîðîå è òðåòüåóðàâíåíèÿ ñèñòåìû (15.39) êàê ëèíåéíóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî b2 è b3.Ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü êàê âûðîæäåííîé (è ýòî ïðèâîäèò ê äâóì îäíî-ïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâàì ðåøåíèé), òàê è íåâûðîæäåííîé (äâóõïà-ðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî).



220 15. ÌÅÒÎÄÛ �ÓÍ�Å-ÊÓÒÒÛÏóñòü ýòà ñèñòåìà âûðîæäåíà, ò.å.
∣∣∣∣
c2 c3
c22 c23

∣∣∣∣ = c2c3(c3 − c2) = 0. (15.40)Â ñèëó ïîñëåäíåãî èç óðàâíåíèé (15.39) c2 6= 0, è ïîýòîìó ëèáî
c3 = 0 (15.41)ëèáî
c2 = c3. (15.42)i) Ïóñòü ñíà÷àëà èìååò ìåñòî (15.41). Òîãäà âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ(15.39) ïðèíèìàþò âèä

c2b2 = 1/2, c22b2 = 1/3è, ñëåäîâàòåëüíî,
c2 = 2/3, b2 = 3/4.Åñëè òåïåðü b3 = b ïðèíÿòü çà ïàðàìåòð, òî èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ(15.39) íàõîäèì

a32 =
1

4b
.Ïîñêîëüêó c3 = 0, òî

a31 = −a32 = − 1

4bè, íàêîíåö, èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (15.39)
b1 =

1

4
− b.Ñîáèðàÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì òàáëèöó Áóò÷åðà

2/3 2/3

0 − 1

4b

1

4b

1/4 − b 3/4 b

(15.43)
ii) Òåïåðü ïóñòü èìååò ìåñòî (15.42). Ñíîâà èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâ-íåíèé (15.39) íàõîäèì, ÷òî

b2 + b3 =
1

2c2
=

1

3c22
,



15.7. ßÂÍÛÅ Ò�ÅÕÝÒÀÏÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ Ò�ÅÒÜÅ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ 221ò.å.
a21 = c2 = c3 = 2/3, b2 = 3/4 − b,ãäå b = b3 � ïàðàìåòð. Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ (15.39)

a32 =
1

4b
,à èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ

b1 = 1/4.Íàêîíåö,
a31 =

2

3
− 1

4b
.Òàáëèöà Áóò÷åðà ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà èìååò âèä

2/3 2/3

2/3
2

3
− 1

4b

1

4b

1/4 3/4 − b b

(15.44)
iii) Åñëè ñîîòíîøåíèå (15.40) ìåñòà íå èìååò, òî èç âòîðîãî è òðåòüåãîóðàâíåíèé (15.39) íàõîäèì

b2 =
c3/2 − 1/3

c2(c3 − c2)
, b3 =

1/3 − c2/2

c3(c3 − c2)
. (15.45)Ïðèâëåêàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (15.39), íàéäåì, ÷òî

b1 = 1 − 3(c2 + c3) − 2

6c2c3
, (15.46)à èç ÷åòâåðòîãî

a32 =
c3(c3 − c2)

c2(2 − 3c2)
. (15.47)Òàáëèöà Áóò÷åðà ýòîãî ìåòîäà òàêîâà

c2 c2

c3
c3(3c2 − 3c22 − c3)

c2(2 − 3c3)

c3(c3 − c2)

c2(2 − 3c2)

6c2c3 − 3(c2 + c3) + 2

6c2c3

3c3 − 2

6c2(c3 − c2)

2 − 3c2
6c3(c3 − c2)



222 15. ÌÅÒÎÄÛ �ÓÍ�Å-ÊÓÒÒÛÑðåäè ÿâíûõ òðåõýòàïíûõ ìåòîäîâ �óíãå-Êóòòû òðåòüåãî ïîðÿäêà âñèëó èñòîðè÷åñêèõ ïðè÷èí íàèáîëüøåé ïîïóëÿðíîñòüþ ïîëüçóþòñÿ ñëå-äóþùèå ìåòîäû èç ñåìåéñòâà (15.45)-(15.47)
1/2 1/2

1 −1 2

1/6 2/3 1/6

,

1/3 1/3

2/3 0 2/3

1/4 0 3/4

. (15.48)
15.8 Áîëåå îáùèå ìåòîäû �óíãå-ÊóòòûÏðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà íåñêîëüêî òåîðåì î ñâîéñòâàõ ìåòîäîâ �óíãå-Êóòòû.Òåîðåìà 15.1. Íå ñóùåñòâóåò ÿâíîãî s-ýòàïíîãî ìåòîäà �óíãå-Êóòòûïîðÿäêà p, åñëè p > s.Äëÿ s = 1, 2 ýòà òåîðåìà íàìè �àêòè÷åñêè äîêàçàíà.Òåîðåìà 15.2. Ïðè s > 5 íå ñóùåñòâóåò ÿâíîãî s-ýòàïíîãî ìåòîäà�óíãå-Êóòòû ïîðÿäêà p = s (1963ã.). Ïðè s > 8 íå ñóùåñòâóåò ÿâíîãî
s-ýòàïíîãî ìåòîäà �óíãå-Êóòòû ïîðÿäêà p = s−1 (1965ã.). Ïðè s > 10� ïîðÿäêà p = s− 2 (1985ã.).Òåîðåìà 15.3. Äëÿ äàííîãî p ñóùåñòâóåò ÿâíûé ìåòîä �óíãå-Êóòòûïîðÿäêà p ñ s ýòàïàìè, åñëè

s =

{
(3p2 − 10p+ 24)/8, p � ÷åòíîå,
(3p2 − 4p+ 9)/8, p � íå÷åòíîå.Çàìå÷àíèå 15.11. Ïðè s = 6 ñóùåñòâóåò ÿâíûé ìåòîä �óíãå-Êóòòûïîðÿäêà 5. Ïðè s = 7 ñóùåñòâóåò ÿâíûé ìåòîä ïîðÿäêà 6. Íàèâûñøèéïîðÿäîê, �àêòè÷åñêè äîñòèãíóòûé äëÿ ÿâíî ïîñòðîåííûõ ÿâíûõ ìåòîäîâ�óíãå-Êóòòû ðàâåí 10. Ïðè ýòîì ÷èñëî ýòàïîâ ðàâíî 17.Òåîðåìà 15.4. Ïðè ëþáîì s ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íåÿâíûé ìåòîä�óíãå-Êóòòû ïîðÿäêà p = 2s.Çàìå÷àíèå 15.12. Äëÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà ïîðÿäêà p = 2s óçëû θj èâåñà bj ñóòü óçëû è âåñà êâàäðàòóðíîé �îðìóëû �àóññà, à

aij =

∫ θj

0

pi(θ) dθ,ãäå pj(θ) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè s òàêîé, ÷òî pi(θi) = 1, pi(θj) = 0 ïðè i 6= j.



15.9. ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÌÅÒÎÄÎÂ �ÓÍ�Å-ÊÓÒÒÛ 223Òàáëèöà 2. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ýòàïîâ äëÿ ÿâíûõ ìåòîäîâ ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâïîðÿäîê ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ýòàïîâ
p íèæíÿÿ ãðàíèöà s âåðõíÿÿ ãðàíèöà1 12 23 34 45 66 77 98 119 12 1710 13 17Â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé, î÷åíüïðîñòîé, ÿâíûé 4-ýòàïíûé ìåòîä 4-ãî ïîðÿäêà, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòåÊóòòû 1901 ã.

1/2 1/2

1/2 0 1/2

1 0 0 1

1/6 1/3 1/3 1/6.Çàìå÷àíèå 15.13. Â áîëüøèíñòâå ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ìåòîäàì �óíãå-Êóòòû, âìåñòî ïåðåìåííûõ Yj �èãóðèðóþò kj = f(Yj). Ïîýòîìó, âìåñòî(15.8), (15.9) ïèøóò
ki = f(un + τ

s∑

j=1

aijkj),

un+1 = un + τ

s∑

j=1

bjkj.

(15.49)
15.9 Ñõîäèìîñòü ìåòîäîâ �óíãå-ÊóòòûÓñòàíîâèì îöåíêó ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî ïðèïîìîùè òîãî èëè èíîãî ìåòîäà �óíãå-Êóòòû.Åñëè, êàê è ðàíüøå,

zn = un − u(tn),



224 15. ÌÅÒÎÄÛ �ÓÍ�Å-ÊÓÒÒÛòî èç (15.8) íàõîäèì, ÷òî zn+1 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
zn+1 − zn

τ
=

(
s∑

i=1

bi
d f(Yi(u))

d u

∣∣∣∣
u=u(tn)+σizn

)
zn + ψn. (15.50)Ïðåæäå ÷åì îöåíèâàòü zn+1, îöåíèì êîý��èöèåíò ïðè zn â ïðàâîé ÷àñòè(15.50). Áóäåì ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

max
|u|<∞

∣∣∣∣
d f(u)

d u

∣∣∣∣6 L. (15.51)Òîãäà
max
|u|<∞

∣∣∣∣
d f(Yj(u))

d u

∣∣∣∣= max
|u|<∞

∣∣∣∣
d f

d Yj

d Yj

d u

∣∣∣∣6 L max
|u|<∞

∣∣∣∣
d Yj

d u

∣∣∣∣ . (15.52)Îöåíèì ∣∣d Yj/d u
∣∣. Èç (15.9) ñ u âìåñòî un

d Yi

d u
= 1 + τ

s∑

j=1

aij
d f

d Yj

d Yj

d u
.Ïóñòü Yi0 òàêîâî, ÷òî

max
|u|<∞

∣∣∣∣
d Yi0

d u

∣∣∣∣= max
16j6s

max
|u|<∞

∣∣∣∣
d Yj

d u

∣∣∣∣ .Òîãäà ñ ó÷åòîì (15.51)
max
|u|<∞

∣∣∣∣
d Yi0

d u

∣∣∣∣6 1 + τ
s∑

j=1

|ai0j|L max
|u|<∞

∣∣∣∣
d Yj

d u

∣∣∣∣6 1 + τasL max
|u|<∞

∣∣∣∣
d Yi0

d u

∣∣∣∣,ãäå
a = max

ij

∣∣ aij

∣∣, (15.53)è, ñëåäîâàòåëüíî,
(1 − τasL) max

|u|<∞

∣∣∣∣
d Yi0

d u

∣∣∣∣6 1.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
1 − τasL >

1

2
, ò.å. τ 6

1

2asL
. (15.54)Òîãäà ∣∣∣∣

d Yj

d u

∣∣∣∣6 2, j = 1, . . . , s. (15.55)



15.9. ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÌÅÒÎÄÎÂ �ÓÍ�Å-ÊÓÒÒÛ 225Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîý��èöèåíòû bj íåîòðèöàòåëü-íû. Ïîñêîëüêó èõ ñóììà ðàâíà åäèíèöå, òî ñ ó÷åòîì (15.52), (15.55)
∣∣∣∣

s∑

j=1

bj
d f(Yj(u))

d u

∣∣∣∣6 2L.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ýòó îöåíêó, èç (15.50) íàõîäèì, ÷òî
|zn+1| 6 (1 + 2τL)|zn| + τ |ψn|.�àçðåøèì ýòè íåðàâåíñòâà. Ïîñêîëüêó z0 = u0 − u(0) = 0, òî
|z1| 6 τ |ψ0|,
|z2| 6 (1 + 2τL)|z1| + τ |ψ1|,
|z3| 6 (1 + 2τL)|z2| + τ |ψ2|,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

|zn| 6 (1 + 2τL)|zn−1| + τ |ψn−1|.Ïîäñòàâèì òåïåðü îöåíêó |z1| â ïðàâóþ ÷àñòü îöåíêè |z2|, à ïîëó÷åííóþîöåíêó |z2| â ñâîþ î÷åðåäü â ïðàâóþ ÷àñòü îöåíêè |z3| è ò.ä. Ïîëó÷èì
|zn| 6

n−1∑

j=0

τ(1 + 2τL)n−1−j|ψj| 6 (1 + 2τL)n
n−1∑

j=0

τ |ψj| 6 e2τLT/τT max
j

|ψj| =

= e2LTT max
j

|ψj|. (15.56)Èç (15.56) ñëåäóåòÒåîðåìà 15.5. Åñëè ìåòîä �óíãå-Êóòòû (15.8), (15.9) àïïðîêñèìèðó-åò èñõîäíîå óðàâíåíèå (15.2)ñ ïîðÿäêîì p, òî ïðè τ → 0 îí ñõîäèòñÿ ñòåì æå ïîðÿäêîì.



16Ëèíåéíûå ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû
Ïðè èçó÷åíèè ìåòîäîâ �óíãå-Êóòòû, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷èÊîøè

du

dt
= f(u), t > 0, u(0) = u0, (16.1)ìû íå îáðàùàëè îñîáîãî âíèìàíèÿ íà çàäàíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé, èáîýòî ñîâåðøåííî òðèâèàëüíàÿ ïðîöåäóðà: äëÿ òîãî, ÷òîáû íà÷àë ðàáîòàòüëþáîé èç ðàññìîòðåííûõ íàìè ìåòîäîâ �óíãå-Êóòòû, íóæíî çàäàòü u0 =

u(0), ò.å. òàê æå êàê è äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Îáóñëîâëåíîýòî òåì, ÷òî â êàæäîì óðàâíåíèè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé çíà÷åíèÿ ïðèáëè-æåííîãî ðåøåíèÿ â äâóõ ñîñåäíèõ óçëàõ ñåòêè (íå ñ÷èòàÿ ïðîìåæóòî÷íûõçíà÷åíèé). Äðóãîé êëàññ ìåòîäîâ ñîñòàâëÿþò òàê íàçûâàåìûå ìíîãîøà-ãîâûå ìåòîäû, â êîòîðûõ óðàâíåíèÿ ñâÿçûâàþò çíà÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãîðåøåíèÿ â íåñêîëüêèõ ñîñåäíèõ óçëàõ.16.1 Ìåòîäû ÀäàìñàÍàèáîëåå èçâåñòíûìè èç ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ è íàèáîëåå ñòàðûìè ÿâ-ëÿþòñÿ ìåòîäû Àäàìñà. Îïèøåì ýòè ìåòîäû íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ (16.1).Âíîâü áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà îòðåçêå èíòåãðèðîâàíèÿ ââåäåíà ðàâíî-ìåðíàÿ ñåòêà ñ øàãîì τ , à óðàâíåíèå (16.1) ïðîèíòåãðèðîâàíî ïî îòðåçêóìåæäó óçëàìè tn è tn+1

u(tn+1) − u(tn) =

∫ tn+1

tn

f(u(t))dt. (16.2)Çàìåíèì ïîäûíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ â (16.2) èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî-÷ëåíîì Ëàãðàíæà ïî íåêîòîðûì óçëàì ñåòêè ω (à íå ïî ïðîìåæóòî÷íûì226



16.1. ÌÅÒÎÄÛ ÀÄÀÌÑÀ 227óçëàì, êàê ýòî áûëî â ìåòîäàõ �óíãå-Êóòòû (!)). Â çàâèñèìîñòè îò òî-ãî, ó÷àñòâóåò ëè óçåë tn+1 â èíòåðïîëÿöèè f(u(t)) èëè íåò, ðàçëè÷àþòíåÿâíûå è ÿâíûå ìåòîäû Àäàìñà.à) ßâíûå ìåòîäû Àäàìñà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u(t) èçâåñòíà â kóçëàõ ñåòêè ω
tn, tn−1, . . . , tn+1−k. (16.3)Ïîñòðîèì ïî ýòèì óçëàì äëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè f(u(t)) èç (16.2)èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà ñòåïåíè k − 1

f(u(t)) ≈ Lk−1(t) :=

k∑

j=1

pj(t)f(u(tn+1−j)), (16.4)ãäå, êàê îáû÷íî,
pj(t) =

k∏

i=1
i 6=j

t− tn+1−i

tn+1−j − tn+1−i
(16.5)ñóòü âåñîâûå �óíêöèè èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà (ìíîãî÷ëåíû ñòåïå-íè (k − 1)), îáðàùàþùèåñÿ â íóëü ïðè t = tn+1−i, i = 1, 2, . . . , j − 1, j +

1, j + 2, . . . , k è â åäèíèöó ïðè t = tn+1−j). Ïîäñòàâëÿÿ (16.4), (16.5) â(16.2), ïðîèçâîäÿ èíòåãðèðîâàíèå è çàìåíÿÿ ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî íàòî÷íîå, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèáëèæåííîãîðåøåíèÿ
un+1 − un = τ

k∑

j=1

bjf(un+1−j), (16.6)ãäå ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ (t− tn/τ) = θ

bj =
1

τ

∫ tn+1

tn

pj(t)dt =

∫ 1

0

p̂j(θ)dθ =

∫ 1

0

k∏

i=1
i 6=j

θ − 1 + i

i− j
dθ. (16.7)Îïðåäåëåíèå 16.1. ×èñëåííûé ìåòîä (16.6), (16.7) íàçûâàåòñÿ ÿâ-íûì k-øàãîâûì ìåòîäîì Àäàìñà (èíîãäà åãî íàçûâàþò ìåòîäîì Àäàìñà-Áýø�îðòà).Ïðèìåðû. 1◦. k = 1.

p1(t) = p̂1(θ) = 1, b1 = 1.
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2◦. k = 2.

p̂1(θ) = θ + 1, b1 = 3/2,

p̂2(θ) = −θ, b2 = −1/2.

3◦. k = 3.
p̂1(θ) =

1

2
(θ + 1)(θ + 2), b1 =

23

12
,

p̂2(θ) = −θ(θ + 2), b2 = −4

3
,

p̂3(θ) =
θ(θ + 1)

2
, b3 =

5

12
.Âûïèøåì óðàâíåíèÿ (16.6) äëÿ ýòèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ

un+1 = un + τf(un),

un+1 = un + τ

[
3

2
f(un) −

1

2
f(un−1)

]
,

un+1 = un + τ

[
23

12
f(un) −

16

12
f(un−1) +

5

12
f(un−2)

]
.

(16.8)
Óïðàæíåíèå 16.1. Ïîñòðîèòü ÿâíûé 4-õ-øàãîâûé ìåòîä Àäàìñà (16.6).Îòâåò.

un+1 = un + τ

[
55

24
f(un) −

59

24
f(un−1) +

37

24
f(un−2) −

9

24
f(un−3)

]
.Çàìå÷àíèå 16.1. Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâîå èç óðàâíåíèé (16.8) îïðåäåëÿ-åò èññëåäîâàííûé íàìè ðàíåå ìåòîä Ýéëåðà. Òåì ñàìûì, ìåòîä Ýéëåðàìîæåò áûòü îòíåñåí êàê ê ìåòîäàì �óíãå-Êóòòû, òàê è ê ìåòîäàì Àäàìñà.Ôîðìóëû (16.6) ïîëó÷åíû ïðè èíòåãðèðîâàíèè â ïðåäåëàõ îò tn äî tn+1,â òî âðåìÿ êàê óçëû èíòåðïîëÿöèè ðàñïîëàãàëèñü íà îòðåçêå [tn+1−k, tn],ò.å. âíå èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ (Äëÿ ïîäûíåãðàëüíîé �óíêöèè èñ-ïîëüçîâàëàñü ýêñòðàïîëÿöèÿ). Â ñâÿçè ñ ýòèì ÿâíûå ìåòîäû Àäàìñà èíî-ãäà íàçûâàþò ýêñòðàïîëÿöèîííûìè ìåòîäàìè.á) Íåÿâíûå ìåòîäû Àäàìñà. Ìîæíî ïîñòðîèòü è íåÿâíûå ìåòîäûÀäàìñà. Äëÿ ýòîãî ê óçëàì èíòåðïîëÿöèè (16.3) íóæíî äîáàâèòü åùå óçåë

tn+1. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí (ñòåïåíè k) ïðèìåò âèä
Lk(t) :=

k∑

j=0

pj(t)f(u(tn+1−j)), (16.9)



16.1. ÌÅÒÎÄÛ ÀÄÀÌÑÀ 229à ñîîòâåòñòâóþùèì åìó óðàâíåíèåì áóäåò óðàâíåíèå
un+1 − un = τ

k∑

j=0

bjf(un+1−j), (16.10)ãäå (ñð. ñ (16.7))
bj =

1

τ

∫ tn+1

tn

pj(t)dt =

∫ 1

0

k∏

i=0
i 6=j

θ − 1 + i

i− j
dθ. (16.11)Îïðåäåëåíèå 16.2. ×èñëåííûé ìåòîä (16.10), (16.11) íàçûâàåòñÿ íåÿâ-íûì k-øàãîâûì ìåòîäîì Àäàìñà (Èíîãäà åãî íàçûâàþò ìåòîäîì Àäàìñà-Ìóëòîíà).Ïðèìåðû. 4◦. k = 0.

p̂0(θ) = 1, b0 = 1.

5◦. k = 1.
p̂0(θ) = θ, b0 = 1/2,

p̂1(θ) = −θ + 1, b1 = 1/2.

6◦. k = 2.
p̂0(θ) =

1

2
θ(θ + 1), b0 =

5

12
,

p̂1(θ) = −(θ2 − 1), b1 =
2

3
,

p̂2(θ) =
1

2
θ(θ − 1), b2 = − 1

12
.Íàïèøåì óðàâíåíèÿ (16.10) äëÿ ýòèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ

un+1 = un + τf(un+1),

un+1 = un +
τ

2
[f(un+1) + f(un)] ,

un+1 = un + τ

[
5

12
f(un+1) +

8

12
f(un) −

1

12
f(un−1)

]
.

(16.12)
Óïðàæíåíèå 16.2. Ïîñòðîèòü íåÿâíûé 3-õ-øàãîâûé ìåòîä Àäàìñà(16.10), (16.11).
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un+1 = un + τ

[
9

24
f(un+1) +

19

24
f(un) −

5

24
f(un−1) +

1

24
f(un−2)

]
.Çàìå÷àíèå 16.2. Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâîå èç óðàâíåíèé (16.12), îòâå÷à-þùåå k = 0, ÿâëÿåòñÿ íåÿâíûì ìåòîäîì Ýéëåðà, à âòîðîå óðàâíåíèå,îòâå÷àþùåå k = 1, � ìåòîäîì òðàïåöèé. Òåì ñàìûì, ýòè îäíîøàãîâûåíåÿâíûå ìåòîäû Àäàìñà ÿâëÿþòñÿ è ìåòîäàìè �óíãå-Êóòòû.16.2 Ôîðìóëû äè��åðåíöèðîâàíèÿ íàçàäÂî âñåõ ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, êàê ïðè ïîñòðîåíèè ìåòîäîâ �óíãå-Êóòòû,òàê è ïðè ïîñòðîåíèè ìåòîäîâ Àäàìñà, ìû ïîëó÷àëè ÷èñëåííûå ìåòîäûïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (16.1) è çàìåíû ïîäûíòåãðàëüíîé �óíê-öèè f(u) â (16.2) èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì èëè çàìåíû èíòåãðàëàêâàäðàòóðíîé �îðìóëîé. À ìîæíî ïîñòóïàòü è èíà÷å: èíòåðïîëÿöèîííûììíîãî÷ëåíîì çàìåíèòü u(t). Òîãäà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäàíóæíî áóäåò âûðàæåíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà ïîäñòàâèòü ïðÿ-ìî â (16.1). ×òîáû ïîëó÷èëñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä, òî÷êà tn+1 äîëæíà áûòüâ ÷èñëå óçëîâ èíòåðïîëÿöèè. Ïóñòü

u(t) ≈ Lk(t) =

k∑

j=0

pj(t)u(tn+1−j), (16.13)ãäå
pj(t) =

k∏

i=0
i 6=j

t− tn+1−i

tn+1−j − tn+1−i
.Ïîäñòàâëÿÿ (16.13) â (16.1), ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî

k∑

j=0

p′j(t)u(tn+1−j) ≈ f

(
k∑

j=0

pj(t)u(tn+1−j)

)
.Ïðåâðàòèì åãî â òî÷íîå ðàâåíñòâî â êàêîì-ëèáî óçëå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó-÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Íàèáîëåå èí-òåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà óêàçàííûì óçëîì ÿâëÿåòñÿ tn+1. Áóäåìèìåòü

k∑

j=0

p′j(tn+1)un+1−j = f(un+1).



16.2. ÔÎ�ÌÓËÛ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈ�ÎÂÀÍÈß ÍÀÇÀÄ 231Êàê è ðàíüøå, ñäåëàåì ëîêàëüíóþ çàìåíó ïåðåìåííîé (t − tn)/τ = θ.Òîãäà
p′j(t) =

dpj(t)

dt
=

1

τ

dp̂j(θ)

dθ
=

1

τ
p̂′j(θ),ãäå

pj(t) = p̂j(θ) =

k∏

i=0
i 6=j

θ − 1 + i

i− j
,è ïîëó÷åííûé ìåòîä ïðèíèìàåò âèä

k∑

j=0

p̂′j(1)un+1−j = τf(un+1). (16.14)Îïðåäåëåíèå 16.3. ×èñëåííûå ìåòîäû (16.14) íàçûâàþòñÿ �îðìóëàìèäè��åðåíöèðîâàíèÿ íàçàä.Ìåòîäû (16.14) áûëè ïðåäëîæåíû â ðàáîòå Ê�åðòèñà è Õèðø�åëüäå-ðà (1952) è, â ñâÿçè ñ ýòèì, èíîãäà íàçûâàþòñÿ èõ èìåíàìè. Ñ äðóãîéñòîðîíû, ìåòîäû (16.14) áûëè ðåàëèçîâàíû â ïîïóëÿðíîé â ñâîå âðåìÿïðîãðàììå, àâòîðîì êîòîðîé áûë �èð (1971). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîñëó-æèëî òîìó, ÷òî ìåòîäû (16.14) èíîãäà �èãóðèðóþò ïîä íàçâàíèåì ìåòîäû�èðà.Ïðèìåðû. 7◦. k = 1.
p̂0(θ) = θ, p̂′0(1) = 1,

p̂1(θ) = −θ + 1, p̂′1(1) = −1.

8◦. k = 2.
p̂0(θ) =

1

2
θ(θ + 1), p̂′0(1) =

3

2
,

p̂1(θ) = 1 − θ2, p̂′1(1) = −2,

p̂2(θ) =
1

2
θ(θ − 1), p̂′2(1) =

1

2
.Âûïèøåì óðàâíåíèÿ (16.14) äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ

un+1 − un = τf(un+1), (16.15)
(

3

2
un+1 − 2un +

1

2
un−1

)
= τf(un+1). (16.16)



232 16. ËÈÍÅÉÍÛÅ ÌÍÎ�ÎØÀ�ÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛÓïðàæíåíèå 16.3. Ïîñòðîèòü �îðìóëó (16.14), îòâå÷àþùóþ k = 3.Îòâåò.
(

11

6
un+1 − 3un +

3

2
un−1 −

1

3
un−2

)
= τf(un+1).16.3 Îáùèå ëèíåéíûå ìíîãîøàãîâûå ìåòîäûÌåòîäû Àäàìñà, ÿâíûå è íåÿâíûå, è �îðìóëû äè��åðåíöèðîâàíèÿ íàçàäÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè �îðìóëû

k∑

j=0

αjun−j = τ
k∑

j=0

βjf(un−j), (16.17)ãäå αj è βj � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. (Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî âýòîé �îðìóëå âìåñòî íîâîãî íåèçâåñòíîãî un+1 �èãóðèðóåò un). Áóäåòïðåäïîëàãàòü, ÷òî
α0 6= 0, |αk| + |βk| 6= 0. (16.18)Ïåðâîå èç óñëîâèé (16.18) îáåñïå÷èâàåò ðàçðåøèìîñòü íåÿâíîãî (β0 6= 0)óðàâíåíèÿ (16.17) ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî øàãà τ . Âòîðîåèç óñëîâèé (16.18) âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì, óìåíüøèâ ïðèíåîáõîäèìîñòè k.Îïðåäåëåíèå 16.4. Ôîðìóëà (16.17) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãîøà-ãîâûì (k-øàãîâûì) ìåòîäîì.Ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ÿâíûì, åñëè β0 = 0, è íåÿâíûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.×òîáû ëèíåéûé ìíîãîøàãîâûé ìåòîä (16.17) ìîæíî áûëî èñïîëüçî-âàòü äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (16.1), íåîáõîäèìî, ÷òîáû óðàâíåíèå(16.17) àïïðîêñèìèðîâàëî óðàâíåíèå (16.1).Îïðåäåëåíèå 16.5. Âåëè÷èíà

ψn =

k∑

j=0

βjf(u(tn−j)) −
1

τ

k∑

j=0

αju(tn−j) (16.19)íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè ìåòîäà (16.17).Âûÿñíèì âîïðîñ î ïîðÿäêå ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ìåòîäà (16.17)ïðè τ → 0.



16.3. ÎÁÙÈÅ ËÈÍÅÉÍÛÅ ÌÍÎ�ÎØÀ�ÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ 233Òåîðåìà 16.1. Ìíîãîøàãîâûé ìåòîä (16.17) èìååò ïîãðåøùíîñòü àï-ïðîêñèìàöèè ïîðÿäêà p 6 2k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿñëåäóþùèå óñëîâèÿ
k∑

j=0

αj = 0,

k∑

j=0

(
αjj

q + qβjj
q−1
)

= 0, q = 1, . . . , p. (16.20)Äîêàçàòåëüñòâî. �àçëîæèì u(t) ïî �îðìóëå Òåéëîðà â òî÷êå tn:
u(t) =

p∑

q=0

(t− tn)
q

q!
u(q)(tn) + O((t− tn)

p+1). (16.21)Òàê êàê f(u) = u′(t), òî, äè��åðåíöèðóÿ (16.21), ïîëó÷èì
f(u(t)) =

p∑

q=0

q
(t− tn)

q−1

q!
u(q)(tn) + O((t− tn)

p). (16.22)Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü ðàçëîæåíèÿ (16.21), (16.22) ïðè t = tn−j â (16.19),áóäåì èìåòü
ψn =

k∑

j=0

βj

p∑

q=0

q
(−jτ)q−1

q!
u(q)(tn)−

− 1

τ

k∑

j=0

αj

p∑

q=0

(−jτ)q

q!
u(q)(tn) + O(τ p) =

=

p∑

q=0

(−τ)q−1

q!
u(q)(tn)

k∑

j=0

[
βjqj

q−1 + αjj
q
]
+ O(τ p).Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êîý��èöèåíòûòû ïðè τ q−1 äëÿ q = 0, 1, . . . , p, ïîëó-÷èì (16.20). Òåîðåìà äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 16.3. �åøåíèå óðàâíåíèÿ (16.17) íå èçìåíèòñÿ, åñëè åãîóìíîæèòü íà êàêîå-ëèáî ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åãîêîý��èöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ (äî ìóëüòèïëè-êàòèâíîé ïîñòîÿííîé). ×òîáû óñòðàíèòü ýòîò ïðîèçâîë, ïðîíîðìèðóåì èõ,ïîëàãàÿ, íàïðèìåð,

k∑

j=0

βj = 1. (16.23)



234 16. ËÈÍÅÉÍÛÅ ÌÍÎ�ÎØÀ�ÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛÇàìå÷àíèå 16.4. Èíîãäà êàêèå-ëèáî èç êîý��èöèåíòîâ αj è βj çàäàþòñÿçàðàíåå. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç ýòèõ êîý��èöèåíòîâ îòëè÷åí îò íóëÿ, òîóñëîâèå (16.23) íå èñïîëüçóåòñÿ.Çàìå÷àíèå 16.5. Èç (16.20), (16.23) èìååì (p+ 2) óðàâíåíèÿ äëÿ 2(k+
1) êîý��èöèåíòîâ ìåòîäà (16.17). Òåì ñàìûì, ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîêàïïðîêñèìàöèè ëèíåéíîãî k-øàãîâîãî ìåòîäà åñòü p = 2k.16.4 Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ìåòîäîâ ÀäàìñàÈññëåäóåì âîïðîñ î ïîðÿäêå ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ìåòîäîâ Àäàì-ñà. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì ñíà÷àëà ÿâíûé ìåòîä Àäàìñà (16.6), (16.7) ââèäå (16.17), ò.å. çàìåíèì n+ 1 íà n:

un − un−1 = τ
k∑

j=1

bjf(un−j).Ñðàâíèâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñ (16.17), íàõîäèì, ÷òî
α0 = 1, α1 = −1, α2 = · · · = αk = 0, β0 = 0, bj = βj, j = 1, . . . , k.Îïðåäåëèì, äëÿ êàêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâíûå ìåòîäû Àäàì-ñà òåîðåòè÷åñêè äàþò â óçëàõ ñåòêè òî÷íîå ðåøåíèå. Ýòî ïðîèçîéäåò âòîì ñëó÷àå, êîãäà èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Lk−1(t), îïðåäåëÿþùèéÿâíûé ìåòîä Àäàìñà, ñîâïàäàåò ñ f(u) èëè ñ f(t, u). Ïóñòü f(t, u(t)) =

f(t), ò.å. f íå çàâèñèò îò u è ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè íå âûøå k−1.Òîãäà f(t) ñîâïàäàåò ñî ñâîèì èíòåðïîäÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Lk−1(t),è ÿâíûé ìåòîä Àäàìñà òî÷åí äëÿ óðàâíåíèé
u′ = qtq−1, q = 0, . . . , k.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè (16.19) íà ðåøåíèÿõ ýòèõóðàâíåíèé ðàâíà íóëþ. Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé u = tq â(16.19) ïðè n = 0, ïîëó÷èì

ψ0 =
k∑

j=0

[
βjq(−τj)q−1 − 1

τ
αj(−τj)q

]
= 0, q = 0, . . . , k,÷òî ñîâïàäàåò ñ ïåðâûìè (k+1) óðàâíåíèÿìè (16.20). Òåì ñàìûì, ìû äî-êàçàëè, ÷òî ÿâíûé k-øàãîâûé ìåòîä Àäàìñà èìååò ïîðÿäîê ïîãðåøíîñòèàïïðîêñèìàöèè íå íèæå k. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åãî ïîðÿäîê àïïðîêñè-ìàöèè â òî÷íîñòè ðàâåí k.



16.5. ÏÎÓ×ÈÒÅËÜÍÛÉ Ï�ÈÌÅ� 235Óïðàæíåíèå 16.4. Äîêàçàòü, ÷òî ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè íåÿâíîãî
k-øàãîâîãî ìåòîäà Àäàìñà íå íèæå k + 1.Óïðàæíåíèå 16.5. Äîêàçàòü, ÷òî ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè k-øàãîâîé�îðìóëû äè��åðåíöèðîâàíèÿ íàçàä íå íèæå k.16.5 Ïîó÷èòåëüíûé ïðèìåðÏîñòðîèì äâóõøàãîâûé ÿâíûé ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà àïïðîêñè-ìàöèè. Ñîãëàñíî ðàíåå ñêàçàííîìó, ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ýòîãî ìåòîäàäîëæåí áûòü ðàâåí òðåì. Èç (16.20), (16.23) èìååì

α0 + α1 + α2 = 0,

α1 + 2α2 = − (β0 + β1 + β2),

α1 + 4α2 = −2( β1 + 2β2),

α1 + 8α2 = −3( β1 + 4β2),

β0 + β1 + β2 = 1,

β0 = 0.�àçðåøàÿ ýòó ëèíåéíóþ ñèñòåìó, íàõîäèì, ÷òî
α0 =

1

6
, α1 =

2

3
, α2 = −5

6
, β1 =

2

3
, β2 =

1

3
.Òåì ñàìûì, ìåòîä (16.17) ïðèîáðåòàåò âèä

(
1

6
un +

4

6
un−1 −

5

6
un−2

)
= τ

[
2

3
fn−1 +

1

3
fn−2

]
. (16.24)Ïðèìåíèì ýòîò ìåòîä ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (16.1) ñ f(u) = λu, ãäå

λ=onst. Áóäåì ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå u0 = 1.Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (16.1) ïðèìåò âèä
u′(t) = λu, u(0) = 1, (16.25)à åå ðåøåíèåì áóäåò �óíêöèÿ

u(t) = eλt. (16.26)Îòâå÷àþùèé (16.25) ìåòîä (16.17) ìîæíî çàïèñàòü òàê
k∑

j=0

(αj − τλβj)un−j = 0, (16.27)
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1

6
un +

(
4

6
− 2

3
τλ

)
un−1 +

(
−5

6
− 1

3
τλ

)
un−2 = 0. (16.28)Ýòî åñòü ëèíåéíîå îäíîðîäíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè (ñì. �6). Íàéäåì åãî ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãîíóæíî íàïèñàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, îòâå÷àþùåå ðàçíîñòíî-ìó óðàâíåíèþ (16.28), è íàéòè åãî êîðíè. Èñêîìîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîåóðàâíåíèå èìååò âèä

q2 + 4(1 − τλ)q − (5 + 2τλ) = 0, (16.29)à åãî êîðíè ñóòü
q1 = −2 + 2τλ+

√
9 − 6τλ+ 4τ 2λ2 = 1 + τλ+ O(τ 2λ2),

q2 = −2 + 2τλ−
√

9 − 6τλ+ 4τ 2λ2 = −5 + O(τλ).
(16.30)Óïðàæíåíèå 16.6. Äîêàçàòü, ÷òî q1 − eτλ = O(τ 4λ4).Ïîñêîëüêó êîðíè (16.30) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ðàçëè÷íû, òîîáùåå ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (16.28) èìååò âèä

un = c1q
n
1 + c2q

n
2 , (16.31)ãäå c1 è c2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.�àññìàòðèâàåìûé íàìè ìåòîä (16.24) ÿâëÿåòñÿ äâóõøàãîâûì, è îäíîãîíà÷àëüíîãî óñëîâèÿ

u0 = 1 (16.32)äëÿ åãî ðåàëèçàöèè íåäîñòàòî÷íî. Ïîñêîëüêó òî÷íîå ðåøåíèå íàì èçâåñò-íî, òî íå áóäåì ëîìàòü ãîëîâó íàä òåì, êàê çàäàòü íåäîñòàþùåå íà÷àëüíîåóñëîâèå ïðè n = 1, à ïðîñòî ïîëîæèì
u1 = u(t1) = eτλ. (16.33)Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ðåøåíèå (16.31) óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèÿì (16.32), (16.33).Ïîñëå ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé íàõîäèì, ÷òî èñêîìîå ðåøåíèå èìååò âèä

un =
eτλ − q2
q1 − q2

qn
1 +

q1 − eτλ

q1 − q2
qn
2 . (16.34)



16.5. ÏÎÓ×ÈÒÅËÜÍÛÉ Ï�ÈÌÅ� 237Èçó÷èì ïîâåäåíèå ýòîãî ðåøåíèÿ ïðè n → ∞. Ïóñòü t = nτ �èêñèðî-âàíî, à τ → 0. Òîãäà n = t/τ → ∞. Ñ ó÷åòîì (16.30) è óïðàæíåíèÿ 16.6íàõîäèì, ÷òî
c1 =

eτλ − q2
q1 − q2

=
1 + O(τ) + 5

6 + O(τ)
= 1 +O(τ),

c2 =
q1 − eτλ

q1 − q2
=

O(τ 4)

6 + O(τ)
= O(τ 4).

(16.35)Äàëåå,
qn
1 =

[
eτλ +O(τ 4)

]n
= eλτn(1 +O(τ 4))n = eλt(1 +O(τ 3)). (16.36)Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü (16.35), (16.36), (16.30) â (16.34), áóäåì èìåòü

un = [1 +O(τ)] etλ + O(τ 4) [−5 +O(τ)]n .Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò. Ïåðâîå ñëàãàåìîå àïïðîêñèìèðó-åò ðåøåíèå (16.26) çàäà÷è (16.25), à âòîðîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ïàðàçèò-íûì. Óæå ïðè íå ñëèøêîì áîëüøèõ n ýòî ñëàãàåìîå ïðåâîñõîäèò ïåðâîå,èáî
O(τ 4) [−5 +O(τ)]n = O

((
t

n

)4
)(

−5 +O

(
t

n

))n

.Ìåòîä (16.28) ñõîäÿùèìñÿ íå ÿâëÿåòñÿ.



17Óñòîé÷èâîñòü
Â òåîðåìå 15.5 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå ìåòîäû �óíãå-Êóòòû ÿâëÿ-þòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ, à, ñëåäîâàòåëüíî, è óñòîé÷èâûìè, ïî êðàéíåé ìåðåïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (15.54). Ïðèìåð èç ðàçäåëà 16.5 ïîêàçàë, ÷òîñ ìíîãîøàãîâûìè ìåòîäàìè äåëî îáñòîèò íå òàê áëàãîïîëó÷íî. Ïîýòîìóñíà÷àëà ðàçáåðåìñÿ ñ õîòü êàêîé-íèáóäü óñòîé÷èâîñòüþ ìíîãîøàãîâûõìåòîäîâ, à çàòåì ââåäåì áîëåå æåñòêèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è èçó÷èìîáà êëàññà ìåòîäîâ ñ íîâûõ ïîçèöèé.17.1 Íóëü-óñòîé÷èâîñòüÎáðàòèìñÿ ê ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ (16.27) è ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà-÷åíèÿ

ρ(ζ) :=
k∑

j=0

αjζ
k−j, σ(ζ) :=

k∑

j=0

βjζ
k−j. (17.1)Îïðåäåëåíèå 17.1. Ìíîãî÷ëåíû ρ(ζ) è σ(ς) èç (17.1) íàçûâàþòñÿ ñî-îòâåòñòâåííî ïåðâûì è âòîðûì ïðîèçâîäÿùèìè ìíîãî÷ëåíàìè ëèíåéíîãîìíîãîøàãîâîãî ìåòîäà (16.17).Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ëèíåéíûé ìíîãîøàãîâûé ìåòîä (16.17) äëÿóðàâíåíèÿ (16.25) ïðèíèìàåò âèä ëèíåéíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïî-ñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè (16.27). Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèååñòü

ρ(q) − τλσ(q) = 0. (17.2)Ïðèìåíèòåëüíî ê äâóøàãîâîìó ìåòîäó (16.24)
ρ(q) = (q2 + 4q − 5)/6,238



17.1. ÍÓËÜ-ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ 239à êîðíè óðàâíåíèÿ
ρ(q) = 0 (17.3)ñóòü

q1 = 1, q2 = −5,ò.å. ñîâïàäàþò ñ ãëàâíûìè ÷ëåíàìè êîðíåé (16.30) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ(16.29). Èìåííî íàëè÷èå êîðíÿ q2 è ïðèâåëî ê íåóñòîé÷èâîñòèìåòîäà (16.24). Òåì ñàìûì, êîðíè óðàâíåíèÿ (17.3) ïîçâîëÿþò ñóäèòüîá óñòîé÷èâîñòè èëè íåóñòîé÷èâîñòè ìåòîäà (16.17). À îíè ñâÿçàíû ñêîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (17.2). Â ñèëó (16.18), α0 6= 0è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòåïåíè óðàâíåíèé (17.2) è (17.3) ñîâïàäàþò. Ïîýòîìóõàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (17.2) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåãóëÿð-íîå âîçìóùåíèå(ïðè ìàëûõ τλ) óðàâíåíèÿ (17.3) (îáúÿñíåíèå òåðìèíîâ:êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà ρ(ζ) ñóòü ïðåäåëû ïðè τλ→ 0 ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ êîý��èöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, è ïîýòîìó ìîæíîãîâîðèòü î âîçìóùåíèè; ðåãóëÿðíîñòü åñòü ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ñòåïåíèâîçìóùåííîãî è íåâîçìóùåííîãî ìíîãî÷ëåíîâ ñîâïàäàþò). Íî òîãäà (âñèëó ðåãóëÿðíîñòè âîçìóùåíèÿ) êîðíè óðàâíåíèÿ (17.3) ÿâëÿþòñÿ ïðåäå-ëàìè êîðíåé óðàâíåíèÿ (17.2) ïðè τλ→ 0. Ïîýòîìó âîïðîñ î òîì, áóäåò ëèðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16.27) íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü ïðè n→ ∞ (è �èê-ñèðîâàííîì t = nτ ), ìîæíî ðåøèòü ïðè àíàëèçå êîðíåé óðàâíåíèÿ (17.3).Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (17.3) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåìäëÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ
k∑

j=0

αjun−j = 0, (17.4)êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîëó÷àåòñÿ èç (16.27), åñëè â íåì ïîëîæèòü
λ = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (17.4) åñòü ëèíåéíûé ìíîãîøàãîâûé ìåòîä äëÿóðàâíåíèÿ

u′ = 0. (17.5)Òåì ñàìûì, îòáðàêîâêà "ïëîõèõ"(íåóñòîé÷èâûõ) ìåòîäîâ ìîæåò áûòü îñó-ùåñòâëåíà ïðè àíàëèçå èõ ñâîéñòâ ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíèþ (17.5).Èòàê, íàëè÷èå ó óðàâíåíèÿ (17.3) êîðíåé, ìîäóëè êîòîðûõ ïðåâîñõîäÿòåäèíèöó, ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâîñòè. Îäíàêî îïàñíîñòü ïðåäñòàâëÿþò íåòîëüêî òàêèå êîðíè, íî è êîðíè, ðàâíûå ïî ìîäóëþ åäèíèöå, åñëè îíèêðàòíûå. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü q1 � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ(17.3) êðàòíîñòè s > 1 òàêîé, ÷òî |q1| = 1. Òîãäà ñåòî÷íàÿ �óíêöèÿ
Ps−1(n)qn

1



240 17. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜáóäåò íåîãðàíè÷åííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (17.4), â òî âðåìÿ êàê ðåøå-íèåì óðàâíåíèÿ (17.5), êîòîðîå è àïïðîêñèìèðóåò èçó÷àåìîå óðàâíåíèå(17.4), åñòü ïîñòîÿííàÿ.Îïðåäåëåíèå 17.2. �îâîðÿò, ÷òî ëèíåéíûé ìíîãîøàãîâûé ìåòîä (16.17)óäîâëåòâîðÿåò êîðíåâîìó óñëîâèþ, åñëè1) âñå êîðíè ïåðâîãî ïðîèçâîäÿùåãî ìíîãî÷ëåíà (17.1) ðàñïîëîæåíû âåäèíè÷íîì êðóãå |ζ| 6 1;2) íóëè ρ(ζ), ðàñïîëîæåííûå íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè |ζ| = 1 ïðîñòûå.Òåîðåìà 17.1. Ëèíåéíûé ìíîãîøàãîâûé ìåòîä (16.17), óäîâëåòâîðÿ-þùèé êîðíåâîìó óñëîâèþ, óñòîé÷èâ (íóëü-óñòîé÷èâ).Çàìå÷àíèå 17.1. Åñëè ëèíåéíûé ìíîãîøàãîâûé ìåòîä (16.17) àïïðîê-ñèìèðóåò êàêîå-ëèáî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, òî ñðåäè íóëåé ρ(ζ)îáÿçàòåëüíî åñòü ζ = 1, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò ïåðâîå èç óñëîâèé (16.20),ÿâëÿþùåå ñîáîé óñëîâèå ρ(1) = 0.Ïðèìåðû. 1◦ ßâíûé è íåÿâíûé ìåòîäû Àäàìñà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ α0 =
1, α1 = −1, à îñòàëüíûå αj = 0. Ïîýòîìó

ρ(q) = qk − qk−1è, ñëåäîâàòåëüíî,
q1 = 1, q2 = · · · = qk = 0.Ìåòîäû Àäàìñà íóëü-óñòîé÷èâû.

2◦ Äâóõøàãîâàÿ �îðìóëà äè��åðåíöèðîâàíèÿ íàçàä (16.16).
ρ(q) =

3

2
q2 − 2q +

1

2
,

q1 = 1, q2 = 1/3.Ìåòîä íóëü-óñòîé÷èâ.
3◦ Òðåõøàãîâàÿ �îðìóëà äè��åðåíöèðîâàíèÿ íàçàä (ñì. óïðàæíåíèå 16.3)

ρ(q) =
11

6
q3 − 3q2 +

3

2
q − 1

3
.Õîòÿ ýòî è ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè, íóëè åãî ëåãêî íàõîäÿòñÿ, èáî îäèíèç åãî íóëåé åñòü q1 = 1. Äåëÿ ρ(q) íà (q − 1), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

11

6
q2 − 7

6
q +

1

3
= 0
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q2,3 =

7 ± i
√

39

22
.Îòñþäà ∣∣q2,3

∣∣2= 2

11
< 1.Ìåòîä íóëü-óñòîé÷èâ.Òåîðåìà 17.2 (Ïåðâûé áàðüåð Äàëêâèñòà). Ïîðÿäîê p óñòîé÷èâîãî ëè-íåéíîãî k-øàãîâîãî ìåòîäà ïîä÷èíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îãðàíè÷åíèÿì:

p 6 k äëÿ ÿâíûõ ìåòîäîâ;
p 6 k + 1 äëÿ íåÿâíûõ ìåòîäîâ ïðè íå÷åòíîì k;
p 6 k + 2 äëÿ íåÿâíûõ ìåòîäîâ ïðè ÷åòíîì k.Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ìîæåò ñëó-æèòü ïîñòðîåííûé íàìè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å ÿâíûé äâóõøàãîâûéìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè p = 3, êîòîðûé îêàçàëñÿíåóñòîé÷èâûì.Óïðàæíåíèå 17.1. Ïîñòðîèòü îáùèé ÿâíûé óñòîé÷èâûé äâóõøàãîâûéìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè.Îòâåò: α0 � ïàðàìåòð ìåòîäà,

α1 = 1 − 2α0, α2 = α0 − 1,

β0 = 0, β1 =
1

2
+ α0, β2 =

1

2
− α0.Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè: 1/2 6 α0 < ∞. Ïðè α0 = 1 èìååì ÿâíûé ìåòîäÀäàìñà, ïðè α0 = 1/2 � ìåòîä ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ øàãîì τ ′ = 2τ . Ïðè

α0 = 1/6 ìåòîä èìååò ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè O(τ 3), íî íåóñòîé÷èâ.Óïðàæíåíèå 17.2. Ïîñòðîèòü óñòîé÷èâûé äâóõøàãîâûé ìåòîä ìàêñè-ìàëüíîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè.Îòâåò:
α0 = 1/2, α1 = 0, α2 = −1/2,

β0 = 1/6, β1 = 2/3, β2 = 1/6.Ýòîò ìåòîä èíîãäà íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Ñèìïñîíà (ïî àíàëîãèè ñ îä-íîèìåííîé êâàäðàòóðíîé �îðìóëîé). Ìåòîä èìååò ÷åòâåðòûé ïîðÿäîêàïïðîêñèìàöèè.



242 17. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ17.2 Æåñòêèå çàäà÷èÏðè îïðåäåëåíèè íóëü-óñòîé÷èâîñòè ìíîãîøàãîâîãî ìåòîäà ìû ìîãëè îãðà-íè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì ïðîñòåéøåãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (17.5),èáî ïðîèçâîäÿùèé ìíîãî÷ëåí ρ(ζ) èç (17.1) ìíîãîøàãîâîãî ìåòîäà (16.17),îò ðàñïîëîæåíèÿ íóëåé êîòîðîãî çàâèñèò, áóäåò ëè ìåòîä óñòîé÷èâûì èëèíåò, ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì èìåííî â ïðèìåíåíèè êóðàâíåíèþ (17.5). Óñëîâèå íóëü-óñòîé÷èâîñòè ïðåäúÿâëÿåò ìèíèìàëüíûåòðåáîâàíèÿ ê ÷èñëåííîìó ìåòîäó, ïðîèçâîäÿ ëèøü ãðóáóþ îòáðàêîâêóàáñîëþòíî íåïðèãîäíûõ äëÿ âû÷èñëåíèé ìåòîäîâ. Ïî ñóùåñòâó, íóëü-óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà îáåñïå÷èâàåò ëèøü îãðàíè÷åííîñòü ïðèáëèæåííîãîðåøåíèÿ äëÿ êîíå÷íîãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà [0, T ] ïðè n→ ∞.Îäíàêî èìåþòñÿ çàäà÷è, îòûñêàíèå ðåøåíèé êîòîðûõ ïðè ïîìîùè òîëü-êî íóëü-óñòîé÷èâûõ ìåòîäîâ îêàçûâàåòñÿ âåñüìà çàòðóäíèòåëüíûì, åñëèíå íåâîçìîæíûì. Ïðîùå âñåãî îáúÿñíèòü âîçíèêàþùèå òðóäíîñòè íå íàïðèìåðå îäíîãî óðàâíåíèÿ, à íà ïðèìåðå ñèñòåì óðàâíåíèé.�àññìîòðèì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè
u
′ = Au, u(0) = u0, (17.6)ãäå u = [u1 u2]

T , à
A =

[
a11 a12

a21 a22

]
.Íàéäåì è ïðîàíàëèçèðóåì ðåøåíèå çàäà÷è (17.6). Êàê îáû÷íî, áóäåì åãîèñêàòü â âèäå

u(t) = ξeλt, (17.7)ãäå ξ � äâóìåðíûé ÷èñëîâîé âåêòîð, à λ � ïîñòîÿííàÿ. Ïîäñòàâëÿÿ (17.7)â (17.6), íàõîäèì, ÷òî
λξeλt = eλtAξ,à, ñîêðàùàÿ íà eλt, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:
Aξ = λξ. (17.8)Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî A � ìàòðèöà ïðîñòîé ñòðóêòóðû, ò.å. ó íååèìååòñÿ ïîëíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Òîãäà

Aξ1 = λ1ξ1, Aξ2 = λ2ξ2



17.2. ÆÅÑÒÊÈÅ ÇÀÄÀ×È 243è ξ1 è ξ2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû.Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (17.6) ïðèíèìàåòâèä
u(t) = c1ξ1e

λ1t + c2ξ2e
λ2t, (17.9)à ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (17.6) ïîëó÷àåòñÿ îòñþäà ïðè çíà÷åíèÿõ c1 è c2,íàéäåííûõ èç àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû

ξ1c1 + ξ2c2 = u0. (17.10)Áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1 è λ2äåéñòâèòåëüíû. Áîëåå ñóùåñòâåííûì äëÿ íàñ áóäåò ïðåäïîëîæåíèå îá èõîòðèöàòåëüíîñòè
λ1 < 0, λ2 < 0. (17.11)Â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ìîäóëè êîìïîíåíò u1 è u2 ðåøåíèÿ(17.9) áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè t→ ∞.

0 1 2

0.5

1

t 

t* 

eλ
1
t 

eλ
2
t 

�èñ. 1Ïðåäïîëîæèì òåïåðü äîïîëíèòåëüíî, ÷òî
λ1 = O(1), |λ2| ≫ |λ1|. (17.12)Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå eλ2t óáûâàåò çíà÷èòåëüíî áûñòðåå eλ1t, òî ÷åðåçíåêîòîðîå âðåìÿ t∗ ñîñòàâëÿþùàÿ c2ξ2e

λ2t ðåøåíèÿ (17.9) áóäåò ïðàê-òè÷åñêè ðàâíîé íóëþ, è ðåøåíèå áóäåò ïî÷òè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿòüñÿñîñòàâëÿþùåé c1ξ1e
λ1t. (ñì. ðèñ. 1)



244 17. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜÂ ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè åñòåñòâåííî áûëî áû îæèäàòü, ÷òî è ó÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (17.6) ìîäóëè êîìïîíåíò õîòÿ áû íå âîçðàñ-òàëè.Ïðèìåíèì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (17.6) ìåòîä Ýéëåðà
u

n+1 − u
n

τ
= Au

n, u
0 = u0. (17.13)Íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è (17.13). Èñêàòü åãî áóäåì â âèäå (ñì. (10.30))

u
n = ξqn, q = onst 6= 0. (17.14)Ïîäñòàâëÿÿ (17.14) â (17.13), ïîëó÷èì

qnq − 1

τ
ξ = qnAξ,à ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà qn îáíàðóæèâàåì, ÷òî äëÿ îòûñêàíèÿ ξ èìååìçàäà÷ó (17.8) ñ λ = (q − 1)/τ . Ïîýòîìó q = 1 + τλ, è ðåøåíèå çàäà÷è(17.13) åñòü

u
n = c1ξ1(1 + τλ1)

n + c2ξ2(1 + τλ2)
n, (17.15)ãäå c1, c2 � ðåøåíèå ñèñòåìû (17.10).×òîáû ìîäóëè êîìïîíåíò ðåøåíèÿ (17.15) íå âîçðàñòàëè ïðè n → ∞,íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

|1 + τλ1| 6 1, |1 + τλ2| 6 1,÷òî âìåñòå ñ (17.11) è (17.12) ïðèâîäèò ê óñëîâèþ
τ 6 2/|λ2| ≪ 1. (17.16)Îãðàíè÷åíèå (17.16), âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî æåñòêèì. Åñëèïðè t 6 t∗ ýòî îãðàíè÷åíèå âïîëíå ðàçóìíî, è äàæå èç ñîîáðàæåíèéàïïðîêñèìàöèè è òî÷íîñòè íóæíî òðåáîâàòü τ ≪ 2/|λ2|, òî ïðè t > t∗,êîãäà âòîðàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ (17.15) âðîäåáû íå äîëæíà ïîñòàâëÿòü íîâîé èí�îðìàöèè, è æåëàòåëüíî áûëî áûóâåëè÷èòü øàã τ ñ òîé öåëüþ, ÷òîáû ñýêîíîìèòü ðåñóðñû è íå âîñïðîèç-âîäèòü ïåðâóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñ èçëèøíåé òî÷íîñòüþ. Íî òîãäà ïðèäåòñÿíàðóøèòü óñëîâèå (17.16), ÷òî ïðèâåäåò ê ðåçêîìó âîçðàñòàíèþ âòîðîéñîñòàâëÿþùåé ðåøåíèÿ è ïîëíîé ïîòåðå òî÷íîñòè.



17.3. A-ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ 245Îïðåäåëåíèå 17.3. Ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (17.6) ñïîñòîÿííîé ìàòðèöåé A ïîðÿäêà m íàçûâàåòñÿ æåñòêîé, åñëè
1◦ Reλj < 0 , j = 0, . . . , m,
2◦ îòíîøåíèå

S =
max

j
|Reλj|

min
j

|Reλj|
≫ 1. (17.17)Îïðåäåëåíèå 17.4. ×èñëî S èç (17.17) íàçûâàåòñÿ êîý��èöèåíòîìæåñòêîñòè çàäà÷è (17.6).Çàìå÷àíèå 17.2. Äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé A, çàâèñÿùåé îò

t, êîý��èöèåíò æåñòêîñòè òàêæå çàâèñèò îò t, è, åñëè îí âåëèê äëÿêàêèõ-ëèáî t èç èíòåðåñóþùåãî íàñ èíòåðâàëà, òî ñèñòåìà æåñòêàÿ. Äëÿíåëèíåéíûõ ñèñòåì æåñòêîñòü îïðåäåëÿåòñÿ â îêðåñòíîñòè êàêîãî-ëèáîðåøåíèÿ ïðè ïîìîùè ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû ßêîáè.Ïðèìåíèì òåïåðü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (17.6) íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà
u

n+1 − u
n

τ
= Au

n+1.Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (17.14), íàõîäèì, ÷òî
qn+11 − q−1

τ
ξ = qn+1Aξ,ò.å. λτ = (1 − q−1), q = (1 − τλ)−1 è

u
n = c1ξ1(1 − τλ)−n + c2ξ2(1 − τλ2)

−n.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (17.11) ìîäóëè êîìïîíåíò u
nìîíîòîííî óáûâàþò ïðè n→ ∞ ïðè ëþáûõ τ , è, ñëåäîâàòåëüíî, τ ìîæíîâûáèðàòü òîëüêî èç ñîîáðàæåíèé òî÷íîñòè.Íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà ïðè ðåøåíèè æåñòêèõ ñèñòåì îêàçàëñÿ ñóùå-ñòâåííî áîëåå óñòîé÷èâûì, ÷åì ïðîñòî ìåòîä Ýéëåðà.Êàê îòîáðàòü ìåòîäû, ïðèãîäíûå äëÿ ðåøåíèÿ æåñòêèõ çàäà÷? Óæå-ñòî÷èòü òðåáîâàíèå óñòîé÷èâîñòè.17.3 A-óñòîé÷èâîñòüÅñëè ïðè îïðåäåëåíèè íóëü-óñòîé÷èâîñòè îñíîâíîé ìîäåëüþ áûëî óðàâ-íåíèå (17.5), òî òåïåðü ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ê óðàâíåíèþ (16.25). Ìíîãîøà-ãîâûé ìåòîä (16.17) â ïðèìåíåíèè ê ëèíåéíîìó îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ
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–1

0

1
 

–2 –1

τ λ

�èñ. 2 –1

0

1
 

1 2

τ λ

�èñ. 3(16.25) èìååò âèä (16.27), à õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîãî ðàçíîñò-íîãî óðàâíåíèÿ çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (17.2).Îïðåäåëåíèå 17.5. Ëèíåéíûé ìíîãîøàãîâûé ìåòîä (16.17) â ïðèìåíå-íèè ê óðàâíåíèþ (16.25) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî óñòîé÷èâûì äëÿ äàííîãî
λ è äàííîãî τ , åñëè ïðè óêàçàííîì çíà÷åíèè τλ âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè-÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (17.2) ðàñïîëîæåíû âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà.Îïðåäåëåíèå 17.6. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
τλ, äëÿ êîòîðûõ ëèíåéíûé ìíîãîøàãîâûé ìåòîä (16.17) â ïðèìåíåíèèê (16.25) àáñîëþòíî óñòîé÷èâ, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ àáñîëþòíîé óñòîé-÷èâîñòè ìåòîäà.Ïðèìåð 4◦. Ìåòîä Ýéëåðà (14.7). Åäèíñòâåííûé êîðåíü õàðàêòåðè-ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà åñòü q = 1 + τλ, óñëîâèå àáñîëþòíîéóñòîé÷èâîñòè èìååò âèä

|1 + τλ| 6 1.Òåì ñàìûì, îáëàñòüþ àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿåäèíè÷íûé êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå τλ = −1 (ñì. ðèñ. 2).Ïðèìåð 5◦. Íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà (14.8). Óñëîâèå àáñîëþòíîé óñòîé-÷èâîñòè
|q| = |1 − τλ|−1

6 1, ò.å. |1 − τλ| > 1.Îáëàñòüþ àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðó-ãà ñ öåíòðîì â òî÷êå τλ = 1 (ñì. ðèñ. 3).Îïðåäåëåíèå 17.7. Ëèíåéíûé ìíîãîøàãîâûé ìåòîä (16.17) íàçûâàåò-ñÿ A-óñòîé÷èâûì, åñëè åãî îáëàñòü àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ñîäåðæèòëåâóþ ïîëóïëîñêîñòü Re(τλ) < 0.



17.3. A-ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ 247Èç ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ ñëåäóåò, ÷òî ìåòîä Ýéëåðà íå ÿâëÿåòñÿ A-óñòîé÷èâûì, à íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà A-óñòîé÷èâ.Ïðèìåð 6◦. Ìåòîä òðàïåöèé (14.12). Ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíèþ (16.25)ýòîò ìåòîä èìååò âèä
un+1 − un

τ
= λ

un+1 + un

2
,à åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå åñòü (q − 1)/τ = λ(q + 1)/2. Îòñþäàíàõîäèì åäèíñòâåííûé êîðåíü

q =
1 + τλ/2

1 − τλ/2è óñëîâèå àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè
|q| =

∣∣∣∣
1 + τλ/2

1 − τλ/2

∣∣∣∣6 1èëè ∣∣1 + τλ/2
∣∣6
∣∣1 − τλ/2

∣∣.Ïóñòü τλ = x+ iy. Òîãäà óñëîâèå àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ïðèìåò âèä
∣∣∣∣1 +

x

2
+ i

y

2

∣∣∣∣6
∣∣∣∣1 − x

2
− i

y

2

∣∣∣∣.èëè (
1 +

x

2

)2

+
y2

4
6

(
1 − x

2

)2

+
y2

4
.�àñêðûâàÿ ñêîáêè, íàõîäèì, ÷òî óñëîâèå àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè åñòü

x = Re(τλ) < 0.Îáëàñòüþ àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà òðàïåöèé ÿâëÿåòñÿ ëåâàÿ ïî-ëóïëîñêîñòü Re(τλ) < 0 (�èñ. 4). Ìåòîä A-óñòîé÷èâ.Òåîðåìà 17.3. Ñðåäè ëèíåéíûõ ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ (16.17) íå ñó-ùåñòâóåò ÿâíûõ A-óñòîé÷èâûõ ìåòîäîâ.Òåîðåìà 17.4. Ñðåäè íåÿâíûõ ëèíåéíûõ ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ (16.17)íå ñóùåñòâóåò A-óñòîé÷èâûõ ìåòîäîâ, èìåþùèõ ïîðÿäîê òî÷íîñòèâûøå âòîðîãî.
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τ λ

�èñ. 4Ïðèìåð 7◦. Äâóõøàãîâàÿ �îðìóëà äè��åðåíöèðîâàíèÿ íàçàä. Ýòîòìåòîä çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (16.16)
(

3

2
un+1 − 2un +

1

2
un−1

)
= τf(un+1). (17.18)Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, îòâå÷àþùåå ýòîìó ìåòîäó â ïðèìåíåíèèê óðàâíåíèþ (16.25) åñòü

3

2
q2 − 2q +

1

2
− τλq2 = 0. (17.19)Îïðåäåëèì îáëàñòü àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ýòîãî ìåòîäà. Äëÿ ýòîãîäîñòàòî÷íî íàéòè åå ãðàíèöó, ò.å. òàêîå ìíîæåñòâî êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

z = τλ, ãäå |q(z)| = 1. Ñ ýòîé öåëüþ âûðàçèì èç (17.19) τλ ÷åðåç q
z =

3

2
− 2

q
+

1

2q2
. (17.20)Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò çíà÷åíèÿ |q| = 1, òî ïóñòü q = e−iϕ. Îòñþ-äà è èç (17.20) íàõîäèì, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòèçàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

z =
3

2
− 2eiϕ +

1

2
e2iϕ. (17.21)Ïðè èçìåíåíèè àðãóìåíòà ϕ îò 0 äî 2π òî÷êà z èç (17.21) îïèñûâàåò çà-ìêíóòóþ êðèâóþ, ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèòåëüíîé îñè (�óíê-öèÿ sin kϕ � íå÷åòíàÿ), êîòîðàÿ è ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé îáëàñòè àáñîëþòíîé
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z =

3

2
− 2 cosϕ+

1

2
cos 2ϕ+ i(−2 sinϕ+

1

2
sin 2ϕ) =

=
3

2
− 2 cosϕ + cos2 ϕ− 1

2
+ i(−2 sinϕ + sinϕ cosϕ) =

= (1 − cosϕ)2 ± i
√

1 − cos2 ϕ(2 − cosϕ) =

= (1 − t)2 ± i
√

1 − t2(2 − t), t = cosϕ.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Re z = (1 − t)2
> 0,è, ñëåäîâàòåëüíî, êðèâàÿ ðàñïîëîæåíà â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. Ïîñòðîèìåå. Ìíèìàÿ ÷àñòü z(t) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè t = ±1. Äåéñòâèòåëüíàÿ÷àñòü z(t) ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ðàâíà 0 è 4.

2 

4

τ λ

�èñ. 5Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî
max
[−1,1]

Im z(t) = Im z

(
1 −

√
3

2

)
=

(3 +
√

3) 4
√

3

2
√

2
≈ 2.20,Re z(1 −

√
3

2

)
=

2 +
√

3

2
≈ 1.86.Èç (17.20) íàõîäèì, ÷òî ïðè

|q| → ∞, z → 3

2
∈ G,



250 17. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜè, ñëåäîâàòåëüíî, âíóòðåííîñòü îáëàñòè � îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Òåìñàìûì, âíå G (�èñ. 5) |q| < 1, è ìåòîä àáñîëþòíî óñòîé÷èâ, à, ñëåäîâà-òåëüíî, è A-óñòîé÷èâ. Ýòîò ìåòîä âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.Ïðèìåð 8◦. Òðåõøàãîâàÿ �îðìóëà äè��åðåíöèðîâàíèÿ íàçàä. (Óïðàæ-íåíèå 16.3)
11

6
un+1 − 3un +

3

2
un−1 −

1

3
un−2 = τλun+1. (17.22)Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

11

6
q3 − 3q2 +

3

2
q − 1

3
= τλq3. (17.23)Ñíîâà ïîëîæèì |q| = 1, ò.å. q = e−iϕ è τλ = z. Òîãäà

z =
11

6
− 3eiϕ +

3

2
e2iϕ − 1

3
e3iϕ.Îáîçíà÷àÿ cosϕ = t, ïîñëå ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé íàõîäèì, ÷òî

z = −1

3
(t− 1)2(4t− 1) ± i

3

√
1 − t2(4t2 − 9t+ 8).Ïðè t = ±1 Im z = 0, à Re z = 0 èëè 20/3. Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò,÷òî Re z êàê �óíêöèÿ t ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè t = 1/2è t = 1. Çíà÷åíèå t = 1 ìû óæå ðàññìîòðåëè, àRe z (1/2) = minRe (t) = −1/12, Im z(1/2) = ±3

√
3/4 ≈ ±1.30è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòü ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ðàñïîëîæåíà â ëå-âîé ïîëóïëîñêîñòè. Êàê ëåãêî âèäåòü, ìíèìóþ îñü ãðàíèöà óñòîé÷èâîñòèïåðåñåêàåò ïðè t = 1/4 èIm z(1/4) = ±

√
15/2 ≈ ±1.94.Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ Im z(t) ïðèíèìàåò â òî÷êå

t∗ = −1

2

[
(2 +

√
3)1/3 + (2 +

√
3)−1/3 − 1

]
≈ −0.60,ïðè÷åì Im z(t∗) ≈ ±3.96, Re z(t∗) ≈ 2.89.Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè èçîáðàæåíà íà ðèñ. 6.Îïðåäåëåíèå 17.8. Ëèíåéíûé ìíîãîøàãîâûé ìåòîä íàçûâàåòñÿ A(α)-óñòîé÷èâûì, åñëè åãî îáëàñòü àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ñîäåðæèò óãîë

∣∣arg (−τλ)
∣∣< α.
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2

4

 

6
τ λ

�èñ. 6.Çàìå÷àíèå 17.3. A(π/2)- è A- óñòîé÷èâîñòè ñîâïàäàþò.Òåîðåìà 17.5. Ñóùåñòâóþò ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû 3-ãî è 4-ãî ïîðÿä-êîâ òî÷íîñòè A(α)-óñòîé÷èâûå ïðè ëþáûõ α < π/2.Òåîðåìà 17.6. ßâíûå ëèíåéíûå ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû íå ÿâëÿþòñÿ
A(α) - óñòîé÷èâûìè íè ïðè êàêèõ α.Òåîðåìà 17.7. Ìåòîäû äè��åðåíöèðîâàíèÿ íàçàä ïðè k 6 6 ÿâëÿþòñÿ
A(α) -óñòîé÷èâûìè ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ α 6= 0.Óïðàæíåíèå 17.3. Èññëåäîâàòü îáëàñòü àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòèäâóõøàãîâîãî íåÿâíîãî ìåòîäà Àäàìñà.17.4 Óñòîé÷èâîñòü ìåòîäîâ �óíãå-ÊóòòûÊàê áûëî óæå îòìå÷åíî, ìåòîäû (âñå) �óíãå-Êóòòû ÿâëÿþòñÿ íóëü-óñòîé-÷èâûìè. Èññëåäóåì îáëàñòè àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè íåêîòîðûõ èç ýòèõ



252 17. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜìåòîäîâ. �àññìîòðèì ÿâíûé òðåõýòàïíûé ìåòîä òðåòüåãî ïîðÿäêà, çàäà-âàåìûé òàáëèöåé (15.48), êîòîðàÿ èìååò âèä
1/2 1/2

1 −1 2

1/6 2/3 1/6Ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíèþ (16.25) ýòîò ìåòîä çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìèñîîòíîøåíèÿìè
Y1 = un,

Y2 = un +
τλ

2
Y1,

Y3 = un − τλY1 + 2τλY2,

un+1 = un + τλ

(
1

6
Y1 +

2

3
Y2 +

1

6
Y3

)
.Èñêëþ÷àÿ èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïðîìåæóòî÷íûå âåëè÷èíû Y1, Y2 è Y3,áóäåì èìåòü

Y2 =

(
1 +

τλ

2

)
un,

Y3 =

[
1 − τλ+ 2τλ

(
1 +

τλ

2

)]
un = (1 + τλ+ τ 2λ2)un,

un+1 =

{
1 + τλ

[
1

6
+

2

3

(
1 +

τλ

2

)
+

1

6
(1 + τλ+ τ 2λ2)

]}
un =

=

(
1 + τλ+

τ 2λ2

2
+
τ 3λ3

6

)
un.Ýòî åñòü ëèíåéíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, åäèíñòâåííûéêîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êîòîðîãî ðàâåí

q = 1 + τλ+
τ 2λ2

2
+
τ 3λ3

6
= eτλ + O(τ 4λ4).Îáîçíà÷èì τλ ÷åðåç z. Òîãäà

q = 1 + z +
z2

2
+
z3

6
.Ýòîò êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ åñòü ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòå-ïåíè îò z è â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè Re z < 0 îãðàíè÷åííûì áûòü íå ìîæåò.Ìåòîä íå ÿâëÿåòñÿ A(α) -óñòîé÷èâûì íè ïðè êàêîì α.



17.4. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÌÅÒÎÄÎÂ �ÓÍ�Å-ÊÓÒÒÛ 253�àññìîòðèì òåïåðü äâóõýòàïíûé îäíîêðàòíî íåÿâíûé ìåòîä òðåòüåãîïîðÿäêà, çàäàâàåìûé òàáëèöåé (15.36), êîòîðàÿ èìååò âèä
γ γ 0
1 − γ 1 − 2γ γ

1/2 1/2

γ =
3 ±

√
3

6
. (17.24)Ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíèþ (16.25) ýòîò ìåòîä çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì

Y1 = un + γτλY1,

Y2 = un + τλ(1 − 2γ)Y1 + τλγY2,

un+1 = un +
τλ

2
(Y1 + Y2).Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ïîëîæèì τλ = z è èñêëþ÷èì Y1 è Y2.�åøàÿ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà îò-íîñèòåëüíî Y1 è Y2 (ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ) è ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò âòðåòüå óðàâíåíèå, íàõîäèì, ÷òî

Y1 =
1

1 − γz
un, Y2 =

1 + (1 − 3γ)z

(1 − γz)2
un,

un+1 =

[
1 +

z

2

(
1

1 − γz
+

1 + (1 − 3γ)z

(1 − γz)2

)]
un.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åäèíñòâåííûì êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-íèÿ ÿâëÿåòñÿ

q =
1 − 2γz + γ2z2 + z/2 − γz2/2 + z/2 + (1 − 3γ)z2/2

(1 − γz)2
=

=
1 + (1 − 2γ)z + (γ2 − 2γ + 1/2)z2

1 − 2γz + γ2z2
=
P (z)

Q(z)
.Ýòîò êîðåíü ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé �óíêöèåé, ïîëþñîì âòîðîãîïîðÿäêà êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà z = γ−1 = (3 ∓

√
3)/6, ðàñïîëîæåííàÿ âïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. Â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè ýòà �óíêöèÿ àíàëèòè÷íàè, ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìóì åå ìîäóëÿ çäåñü íå ïðåâîñõîäèò ìàêñèìóìàìîäóëÿ íà ãðàíèöå, ò.å. ïðè z = iy. Îöåíèì åå ìîäóëü íà ìíèìîé îñè.Èìååì

|P (iy)|2 =
[
1 − (γ2 − 2γ + 1/2)y2

]2
+ (1 − 2γ)2y2 =

= 1 − 2(γ2 − 2γ + 1/2)y2 + (γ2 − 2γ + 1/2)2y4 + (1 − 4γ + 4γ2)y2 =

= 1 + 2γ2y2 + (γ2 − 2γ + 1/2)2y4
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6

 

12

τ λ

�èñ. 7

8

 

–12
τ λ

�èñ. 8è
|Q(iy)|2 = (1 − γ2y2)2 + 4γ2y2 = 1 + 2γ2y2 + γ4y4.Îòñþäà ∣∣∣∣

P (iy)

Q(iy)

∣∣∣∣
2

=
1 + 2γ2y2 + (γ2 − 2γ + 1/2)2y4

1 + 2γ2y2 + γ4y4
. (17.25)Ýòà �óíêöèÿ íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü åäèíèöó, åñëè åå ÷èñëèòåëü íå áîëü-øå çíàìåíàòåëÿ, ò.å. åñëè ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëèòåëåì è çíàìåíàòåëåìíåïîëîæèòåëüíà. Èç (17.25) íàõîäèì, ÷òî

|P (iy)|2 − |Q(iy)|2 = (1 − 4γ)(γ − 1/2)2y4è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåòîä (17.24) ÿâëÿåòñÿ A-óñòîé÷èâûì òîëüêî ïðè γ >

1/4. Ýòîìó óñëîâèþ îòâå÷àåò γ = (3 +
√

3)/6 èç (17.24), â òî âðåìÿêàê ïðè äðóãîì çíà÷åíèè γ èç (17.24) ìåòîä A-óñòîé÷èâûì íå áóäåò.Îáëàñòè àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ýòèõ ìåòîäîâ èçîáðàæåíû íà ðèñ. 7è 8, ñîîòâåòñòâåííî.Òåì ñàìûì, îäèí èç ìåòîäîâ (15.36), èìåííî, îòâå÷àþùèé γ = (3 +√
3)/6, ÿâëÿåòñÿ A-óñòîé÷èâûì, â òî âðåìÿ êàê âòîðîé òàêèì ñâîéñòâîìíå îáëàäàåò è äàæå íå ÿâëÿåòñÿ A(α)-óñòîé÷èâûì.Óïðàæíåíèå 17.4. Äîêàçàòü, ÷òî íåÿâíûé äâóõýòàïíûé ìåòîä �óíãå-Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (îïòèìàëüíûé äâóõýòàïíûé ìåòîä) (15.38) ÿâ-ëÿåòñÿ A(α)-óñòîé÷èâûì.Óïðàæíåíèå 17.5. Èññëåäîâàòü îáëàñòü àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòèìåòîäà (17.24) ïðè γ = 1/4
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18Ýëåìåíòû òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì
18.1 ÂâåäåíèåÏðîñòåéøèì ñîäåðæàòåëüíûì ïðèìåðîì êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåí-íîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé:

−u′′(x) = f(x), 0 < x < 1, (18.1)
u(0) = g0, u(1) = g1. (18.2)Ó êðàåâîé çàäà÷è, â îòëè÷èå îò çàäà÷è Êîøè, äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ,âûäåëÿþùèå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18.1), çàäàþòñÿ íå â îäíîéòî÷êå, à â íåñêîëüêèõ (îáû÷íî â äâóõ), è íàçûâàþòñÿ êðàåâûìè (èëè ãðà-íè÷íûìè) óñëîâèÿìè. Ýòî âíîñèò äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè â ïðîöåññðåøåíèÿ çàäà÷è.Ìû áóäåì èçó÷àòü ðàçíîñòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷. Äëÿýòîãî íà îòðåçêå [0, 1] ââåäåì ñåòêó

ω :=
{
x = xi = ih

∣∣ i = 0, . . . , N
}
.Òî÷êè xi áóäåì íàçûâàòü óçëàìè ñåòêè, à ÷èñëî h = 1/N � åå øàãîì.Ââåäåííàÿ ñåòêà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé. Åñëè áû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó óç-ëàìè ìåíÿëîñü ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî óçëà ê äðóãîìó, òî ñåòêà áûëà áûíåðàâíîìåðíîé.Ñóòü ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â äè�-�åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, çàìåíÿþòñÿ ïîäõîäÿùè-ìè ðàçíîñòíûìè îòíîøåíèÿìè. Â ðåçóëüòàòå êðàåâàÿ çàäà÷à çàìåíÿåòñÿ(àïïðîêñèìèðóåòñÿ) ñèñòåìîé àëãåáðàè÷åñêèõ (ëèíåéíûõ, åñëè èñõîäíàÿ256



18.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ 257çàäà÷à áûëà ëèíåéíîé) óðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðîé è ïðèíèìàåòñÿ çàïðèáëèæåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è.Íàïîìíèì ïðîñòåéøèå àïïðîêñèìàöèè ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíûõ
u(xi) − u(xi−1)

h
= u′(xi) +O(h), (18.3)

u(xi+1) − u(xi)

h
= u′(xi) +O(h), (18.4)

u(xi+1) − u(xi−1)

2h
= u′(xi) +O(h2), (18.5)

−u(xi+2) + 4u(xi+1) − 3u(xi)

2h
= u′(xi) +O(h2), (18.6)

u(xi+1) − 2u(xi) + u(xi−1)

h2
= u′′(xi) + O(h2). (18.7)Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèé (18.3) è (18.4) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû u(x) ∈

C2, äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè (18.5) è (18.6) � u(x) ∈ C3, äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè(18.7) � u(x) ∈ C4. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ëåâûõ÷àñòåé (18.3)-(18.7) â òî÷êå x = xi ïî �îðìóëå Òåéëîðà.Óïðàæíåíèå 18.1. Óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè (18.3)-(18.7).Çàìå÷àíèå 18.1. Åñëè �óíêöèþ u(x) çàìåíèòü èíòåðïîëÿöèîííûì ìíî-ãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà ïåðâîé ñòåïåíè ïî óçëàì xi−1 è xi èëè xi è xi+1, àçàòåì åãî ïðîäè��åðåíöèðîâàòü, òî ïîëó÷èì ëåâûå ÷àñòè ñîîòíîøåíèé(18.3), (18.4). Çàìåíÿÿ u(x) èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì âòîðîé ñòå-ïåíè ïî óçëàì xi−1, xi, xi+1 èëè xi, xi+1, xi+2, äè��åðåíöèðóÿ ïîëó÷åííûéèíòåðïîëÿíò è ïîëàãàÿ x = xi, ïîëó÷èì ëåâûå ÷àñòè (18.5) è (18.6),ñîîòâåòñòâåííî.Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (18.7) äëÿ çàìåíû âòîðîé ïðîèçâîäíîé â(18.1) ðàçíîñòíûì îòíîøåíèåì. Â óçëàõ ñåòêè áóäåì èìåòü
−u(xi+1) − 2u(xi) + u(xi−1)

h2
≈ f(xi), xi = h, 2h, . . . , 1 − h.Ïðåâðàòèì ïðèáëèæåííûå ðàâåíñòâà â òî÷íûå ïóòåì çàìåíû òî÷íîãî ðå-øåíèÿ u(xi) â óçëå xi íà ïðèáëèæåííîå uh

i :
−u

h
i+1 − 2uh

i + uh
i−1

h2
= fi, i = 1, 2, . . . , N − 1. (18.8)



258 18. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎ�ÈÈ �ÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÕÅÌÑîîòíîøåíèÿ (18.8) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó (N−1) ëèíåéíûõ àëãåá-ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ N +1 íåèçâåñòíûìè uh
0, u

h
1, . . . , u

h
N . Ñèñòåìà (18.8)íåäîîïðåäåëåíà (êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü). Âîñïîëüçóåìñÿ ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìè (18.2) è ïîëîæèì

uh
0 = g0, uh

N = g1. (18.9)�åøåíèå ñèñòåìû (18.8), (18.9), åñëè îíî ñóùåñòâóåò, áóäåì íàçûâàòü ïðè-áëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (18.1), (18.2).18.2 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåìÎáîçíà÷èì äè��åðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ëåâîé ÷àñòè (18.1),÷åðåç Lu. Òîãäà äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (18.1) ïðèìåò âèä
Lu = f(x), 0 < x < 1. (18.10)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (18.2) çàïèøåì â âèäå

lu = g. (18.11)Àíàëîãè÷íî, ðàçíîñòíîå âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ëåâîé ÷àñòè (18.8), îáîçíà-÷èì ÷åðåç Lhuh. Òîãäà èç (18.8) áóäåì èìåòü
Lhuh

i = fh
i , i = 1, 2, . . . , N − 1, (18.12)ãäå fh

i = fi. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (18.9) çàïèøåì â âèäå, àíàëîãè÷íîì(18.11)
lhuh = gh. (18.13)Îïðåäåëåíèå 18.1. Ñåòî÷íàÿ �óíêöèÿ

Ψv(x) := Lhv − Lv, x ∈ ω, (18.14)îïðåäåëåííàÿ íà ñåòêå ω, ãäå v � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, çàäàííàÿíà [0, 1], íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè äè��åðåíöèàëüíîãîâûðàæåíèÿ Lv ðàçíîñòíûì âûðàæåíèåì Lhv.Îïðåäåëåíèå 18.2. �àçíîñòíîå âûðàæåíèå Lhv àïïðîêñèìèðóåò äè�-�åðåöèàëüíîå âûðàæåíèå Lv, åñëè ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè Ψv → 0(â êàêîì-íèáóäü ñìûñëå) ïðè h→ 0.



18.2. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß ÒÅÎ�ÈÈ �ÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÕÅÌ 259Îïðåäåëåíèå 18.3. Ñåòî÷íàÿ �óíêöèÿ
z = uh − u, x ∈ ω, (18.15)ãäå uh � ðåøåíèå çàäà÷è (18.12), (18.13), à u � ðåøåíèå çàäà÷è (18.10),(18.11), íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ ðåøåíèÿ.Ñ�îðìóëèðóåì çàäà÷ó äëÿ ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ z. Ïîäñòàâèì â (18.12),(18.13) uh, âûðàæàåìîå èç (18.15) ÷åðåç z è u: uh = z + u. Áóäåì èìåòü

Lhz = fh − Lhu, lhz = gh − lhu. (18.16)Îïðåäåëåíèå 18.4. Ôóíêöèÿ
Ψ = fh − Lhu, x ∈ ω, (18.17)ÿâëÿþùàÿñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ äëÿ ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ (18.16),íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (18.10) óðàâíåíèåì(18.12).Îïðåäåëåíèå 18.5. Ôóíêöèÿ

ψ = gh − lhu, (18.18)ÿâëÿþùàÿñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ ïîãðåøíîñòè ðåøå-íèÿ (18.16), íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé(18.11) ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (18.13).Çàìå÷àíèå 18.2. Òàê êàê â ñèëó (18.10) Lu− f = 0, òî, äîáàâëÿÿ ýòîòíóëü ê ïðåäñòàâëåíèþ ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè (18.17), áóäåì èìåòü
Ψ = fh − Lhu = fh − f − (Lhu− Lu) = (fh − f) − Ψu, (18.19)ãäå Ψu îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (18.14). Òåì ñàìûì, ïîãðåøíîñòü àï-ïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîñòü ìåæäó ïîãðåøíî-ñòüþ àïïðîêñèìàöèè ïðàâîé ÷àñòè è ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè äè�-�åðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Àíàëîãè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ èìåþò ìåñòî èäëÿ ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:
ψ = gh − lhu = gh − g − (lhu− lu) = (gh − g) − ψu. (18.20)Îïðåäåëåíèå 18.6. Çàäà÷à (18.12), (18.13) àïïðîêñèìèðóåò çàäà÷ó(18.10), (18.11), åñëè Ψ è ψ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè h → 0 âìåñòå ñ Ψuè ψu.



260 18. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎ�ÈÈ �ÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÕÅÌÎïðåäåëåíèå 18.7. �åøåíèå çàäà÷è (18.12), (18.13) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþçàäà÷è (18.10), (18.11), åñëè z → 0 (â êàêîì-ëèáî ñìûñëå) ïðè h→ 0.Îïðåäåëåíèå 18.8. Çàäà÷à (18.12), (18.13) àïïðîêñèìèðóåò çàäà÷ó(18.10), (18.11) ñ ïîãðåøíîñòüþ ïîðÿäêà n > 0, åñëè
‖Ψu‖(1) = o(1), ‖ψu‖(2) = o(1), ‖Ψ‖(1) = O(hn), ‖ψ‖(2) = O(hn)Îïðåäåëåíèå 18.9. �åøåíèå çàäà÷è (18.12), (18.13) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþçàäà÷è (18.10), (18.11) ñî ñêîðîñòüþ O(hn), åñëè

‖z‖(3) = O(hn).Ïðîèëëþñòðèðóåì ââåäåííûå ïîíÿòèÿ íà ïðèìåðå çàäà÷è (18.1), (18.2).Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå L = −d2v/d x2, à
Lhv = −v(xi+1) − 2v(xi) + v(xi−1)

h2
,òî, â ñèëó (18.7),

Ψv = O(h2),ò.å. äè��åðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå v′′ àïïðîêñèìèðóåòñÿ ðàçíîñòíûì âû-ðàæåíèåì (vi+1 − 2vi + vi−1)/h
2 íà �óíêöèÿõ v(x) ∈ C4 ñ ïîãðåøíîñòüþ

O(h2).Äàëåå, òàê êàê fh
i = f(xi), òî ñ ó÷åòîì (18.19) çàêëþ÷àåì, ÷òî äè��å-ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (18.1) àïïðîêñèìèðóåòñÿ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì(18.8) ñ ïîãðåøíîñòüþ O(h2), åñëè u(x) ∈ C4[0, l].Íàêîíåö,

lu = {u(0), u(1)},
lhu = {u0, uN},
g = {g0, g1} = gh,òàê ÷òî
ψ = gh − lhu = 0.Èòàê, çàäà÷à (18.8), (18.9) àïïðîêñèìèðóåò çàäà÷ó (18.1), (18.2) (ïðè u(x) ∈

C4[0, l] ) ñ ïîãðåøíîñòüþ O(h2).Î÷åâèäíî, ÷òî, åñëè âìåñòî óðàâíåíèÿ (18.1) ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå
L1u := −u′′(x) + q(x)u(x) = f(x), x ∈ (0, 1) (18.21)



18.3. �ÀÇ�ÅØÈÌÎÑÒÜ È ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ 261è àïïðîêñèìèðîâàòü åãî ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì
Lh

1u
h := −u

h
i+1 − 2uh

i + uh
i−1

h2
+ q(xi)u

h
i = f(xi), i = 1, 2, . . . , N − 1,(18.22)òî çàäà÷à (18.22), (18.9) áóäåò àïïðîêñèìèðîâàòü çàäà÷ó (18.21), (18.2)òîæå ñ ïîãðåøíîñòüþ O(h2).18.3 �àçðåøèìîñòü è ñõîäèìîñòüÈññëåäóåì âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷è ê ðåøåíèþçàäà÷è äè��åðåíöèàëüíîé. Äëÿ óðàâíåíèÿ (18.21) ýòî ñäåëàòü íåñêîëüêîïðîùå, ÷åì äëÿ óðàâíåíèÿ (18.1). Ïîýòîìó ê íåìó ìû â ïåðâóþ î÷åðåäüè îáðàòèìñÿ. Íî ñíà÷àëà óñòàíîâèì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðå-øåíèÿ çàäà÷è (18.22), (18.9).Òåîðåìà 18.1. Åñëè

q(x) > c1 > 0, 0 < x < 1, (18.23)òî ðåøåíèå çàäà÷è (18.22), (18.9) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî, è äëÿ íåãîñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà
‖uh‖Lh

∞
:= max

i
|uh

i | 6 |g0| + |g1| +
1

c1
‖f‖Lh

∞
. (18.24)Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäà÷à (18.22), (18.9) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìóëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà (N+

1). Ïîýòîìó âñåãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü [g0, f1, . . . , fN−1, g1]ýòîé ñèñòåìû (áåðåòñÿ ïåðâîå óðàâíåíèå èç (18.9), çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíîâñå óðàâíåíèÿ (18.22) è, íàêîíåö, âòîðîå óðàâíåíèå (18.9)), ÷òî ðåøåíèå uhñóùåñòâóåò. Íàïðèìåð, âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé íàáîð ÷èñåë uh
0, u

h
1, . . . , u

h
Nè ïîäñòàâèì åãî â ëåâûå ÷àñòè (18.22), (18.9). Ýòèì ìû îïðåäåëèì ïðàâûå÷àñòè (18.22), (18.9), ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå çàâåäîìî ñóùåñòâóåò.Ïîëó÷èì àïðèîðíóþ îöåíêó ýòîãî ðåøåíèÿ. Ïóñòü

‖uh‖Lh
∞

= |uh
i0|.Åñëè i0 = 0 èëè i0 = N , òî â ñèëó êðàåâûõ óñëîâèé (18.9)

max
i

|uh
i | 6 max{|g0|, |g1|} 6 |g0| + |g1|, (18.25)



262 18. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎ�ÈÈ �ÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÕÅÌ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ (18.24). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàêñèìóì ìîäóëÿ äîñòè-ãàåòñÿ âî âíóòðåííåì óçëå xi0 ∈ ω. Çàïèøåì óðàâíåíèå (18.22) â ýòîìóçëå
−u

h
i0−1 − 2uh

i0
+ uh

i0+1

h2
+ qi0u

h
i0

= fi0.Åñëè uh
i0

> 0, òî
−[(uh

i0−1 − uh
i0
)

/\\
0

+ (uh
i0+1 − uh

i0
)

/\\
0

] > 0è, ñëåäîâàòåëüíî,
qi0u

h
i0 6 fi0.Îòñþäà ñ ó÷åòîì (18.23)

0 6 uh
i0 6

fi0

qi0
6

1

c1
‖f‖Lh

∞
. (18.26)Åñëè æå uh

i0
< 0, òî îíî ìîæåò áûòü òîëüêî ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì, è,ñëåäîâàòåëüíî,

−[(uh
i0−1 − uh

i0
)

\//
0

+ (uh
i0+1 − uh

i0
)

\//
0

] 6 0. (18.27)Ïîýòîìó
qi0u

h
i0 > fi0.Îòñþäà

−qi0|uh
i0
| > fi0è ñíîâà

|uh
i0
| 6 −fi0

qi0
6

1

c1
‖f‖Lh

∞
. (18.28)Ñîáèðàÿ îöåíêè (18.25), (18.26), (18.28), ïðèõîäèì ê (18.24). Àïðèîðíàÿîöåíêà ïîëó÷åíà.Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å.äîïóñòèì ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ðåøåíèé uh

(1) è uh
(2). Î÷åâèäíî, ÷òî èõ ðàç-íîñòü z = uh

(1) − uh
(2) óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ (18.22) èîäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (18.9). Â ñèëó àïðèîðíîé îöåíêè (18.24)

max
i

|zi| 6 0.Ñëåäîâàòåëüíî, zi ≡ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Ìû äîêàçàëè,÷òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (18.22), (18.9) èìååò ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.



18.3. �ÀÇ�ÅØÈÌÎÑÒÜ È ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ 263Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû íåâûðîæäåíà, è çàäà÷à (18.22),(18.9) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáûõ g0, g1 è fi. Òåîðåìà äî-êàçàíà.Òåîðåìà 18.2. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (18.23), è ðåøåíèå u(x) çàäà÷è(18.21), (18.2) ïðèíàäëåæèò C4[0, 1], òî ðåøåíèå uh çàäà÷è (18.22), (18.9)ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (18.21), (18.2) ñî ñêîðîñòüþ O(h2), ò.å.
∣∣u(xi) − uh

i

∣∣= O(h2).Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïèøåì çàäà÷ó äëÿ ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ zi =
uh

i − u(xi). Áóäåì èìåòü
−zi+1 − 2zi + zi−1

h2
+ qizi = Ψi, z0 = zN = 0. (18.29)Ê çàäà÷å (18.29)ïðèìåíèì òåîðåìó 18.1, â ñèëó êîòîðîé

max
i

|zi| 6
1

c1
max

i
|Ψi|.Íî â ñèëó âûøåäîêàçàííîãî Ψi = O(h2), ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.Çàìå÷àíèå 18.3. Áîëåå äåòàëüíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî

max
i

|uh
i − u(xi)| 6

1

c1
max
x∈[0,1]

|uIV (x)| h
2

12
.Òåîðåìà 18.3 (Î ìîíîòîííîñòè). Ïóñòü Lh

1 îïðåäåëÿåòñÿ (18.22). Òî-ãäà, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå
qi > 0, i = 1, 2, . . . , N − 1, (18.30)à ñåòî÷íàÿ �óíêöèÿ Ui, i = 0, 1, . . . , N òàêîâà, ÷òî

U0 > 0, UN > 0 (18.31)è
Lh

1Ui > 0, i = 1, 2, . . . , N − 1, (18.32)òî
Ui > 0, i = 1, 2, . . . , N − 1. (18.33)



264 18. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎ�ÈÈ �ÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÕÅÌÄîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. äîïóñòèì, ÷òî �óíêöèÿ Uiìîæåò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé óçåë
xi0, i0 ∈ {1, 2, . . . , N−1}, ÷òî

min
i
Ui = Ui0 < 0 (18.34)è ñ ó÷åòîì (18.27) âûðàæåíèå −(Ui0−1 − 2Ui0 + Ui0+1) ëèáî ñòðîãî ìåíü-øå íóëÿ, ëèáî íóëþ ðàâíÿåòñÿ. Èññëåäóåì îáå ýòè âîçìîæíîñòè. Åñëè

−(Ui0−1 − 2Ui0 + Ui0+1) < 0, òî ñ ó÷åòîì (18.30) è (18.34)
Lh

1Ui0 = −Ui0−1 − 2Ui0 + Ui0+1

h2
+ qi0Ui0 < 0,è ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ (18.32). Åñëè (Ui0−1 − 2Ui0 + Ui0+1) = 0,à qi0 6= 0, ìû ñíîâà ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Äëÿ âûõîäà èç ýòèõ ïðîòè-âîðå÷èé ìû äîëæíû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî qi0 = 0 è (Ui0−1 − 2Ui0 + Ui0+1) =

0. Íî â ñèëó (18.27), (18.34) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Ui0−1 = Ui0 = Ui0+1 <
0, è â êà÷åñòâå i0 èç (18.34) ìîæíî âçÿòü òàêæå (i0 − 1) èëè (i0 + 1).Äåëàÿ ýòîò âûáîð, ìû òåìè æå ðàññóæäåíèÿìè ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ,÷òî è Ui0−2 = Ui0 (èëè Ui0+2 = Ui0). È ò.ä. Ïîñêîëüêó â ñèëó (18.31),(18.34) �óíêöèÿ Ui, i = 0, N íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, òî ñóùåñòâóåòòàêîé óçåë xi1, i1 ∈ {1, 2, . . . , N − 1}, ÷òî Ui1 = Ui0, à Ui1−1 èëè Ui1+1áîëüøå Ui1. Â ýòîì óçëå −(Ui1−1−2Ui1 +Ui1+1) < 0, è ìû âåðíóëèñü ê óæåðàññìîòðåííîìó ñëó÷àþ, êîòîðûé ïðèâåë íàñ ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ (18.32).Âñå ïðîòèâîðå÷èÿ ñíèìàþòñÿ, åñëè ìû îòêàæåìñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî
Ui ìîæåò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.Îïðåäåëåíèå 18.10. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ îáðàòíî ìîíîòîííîé, åñëèäëÿ ëþáîãî âåêòîðà x èç óñëîâèÿ Ax > 0 ñëåäóåò x > 0.Óïðàæíåíèå 18.2. Äîêàçàòü, ÷òî îáðàòíî ìîíîòîííàÿ ìàòðèöà íåâû-ðîæäåíà, à îáðàòíàÿ ê íåé èìååò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû.Òåîðåìà 18.4 (Ïðèíöèï ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü uh

i � ðåøåíèå çàäà÷è (18.22),(18.9), à Ui � ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:
Lh

1Ui = Fi, i = 1, 2, . . . , N − 1, U0 = G0, UN = G1.Ïóñòü
|fi| 6 Fi, |g0| 6 G0, |g1| 6 G1. (18.35)Òîãäà, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (18.30), òî
|uh

i | 6 Ui, i = 1, 2, . . . , N − 1. (18.36)



18.4. ÌÅÒÎÄ ÁÀËÀÍÑÀ (ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÎÁÚÅÌÎÂ) 265Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî �óíêöèÿ (Ui − uh
i ) ÿâëÿåòñÿ ðå-øåíèåì çàäà÷è

Lh
1(U − uh)i = Fi − fi, i = 1, 2, . . . , N − 1,

U0 − uh
0 = G0 − g0, UN − uh

N = G1 − g1.Â ñèëó (18.35) è òåîðåìû 18.3 çàêëþ÷àåì, ÷òî Ui−uh
i > 0. Èç àíàëîãè÷íûõñîîáðàæåíèé íàõîäèì, ÷òî è Ui + uh

i > 0. Òåì ñàìûì, −Ui 6 uh
i 6 Ui, èòåîðåìà äîêàçàíà.Îïðåäåëåíèå 18.11. Ôóíêöèÿ Ui èç (18.36) íàçûâàåòñÿ áàðüåðîì.Òåîðåìà 18.5. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (18.22), (18.9) ïðè âûïîëíåíèè óñëî-âèÿ (18.30) ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

‖uh‖Lh
∞

6 |g0| + |g1| +
1

8
‖f‖Lh

∞
.Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ

Ui = |g0|(1 − xi) + xi|g1| + c xi(1 − xi) > 0, (18.37)ãäå c > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî U0 = |uh
0 |, UN = |uh

N |.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
Lh

1Ui = 2c+ qiUi =: Fi > 2c.Ïóñòü c = 1/2 max
i

|fi|. Òîãäà |fi| 6 Fi, è ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõòåîðåìû 18.4, ò.å. |uh
i | 6 Ui. Íî

max
i

Ui 6 |g0| + |g1| + c/4.Òåîðåìà äîêàçàíà.Óïðàæíåíèå 18.3. Ñ�îðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó î ñêîðîñòèñõîäèìîñòè ðàçíîñòíîé çàäà÷è (18.22), (18.9).18.4 Ìåòîä áàëàíñà (êîíå÷íûõ îáúåìîâ)�àññìîòðèì îáùåå ñàìîñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà
L2u := − d

d x

(
p(x)

d u

d x

)
+ q(x)u = f(x), 0 < x < 1 (18.38)



266 18. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎ�ÈÈ �ÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÕÅÌè èçó÷èì âîïðîñ î åãî àïïðîêñèìàöèè. Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ âïîëíååñòåñòâåííûì ðàçäè��åðåíöèðîâàòü ïåðâîå ñëàãàåìîå ëåâîé ÷àñòè (18.38)
−p(x)d

2 u

d x2
− p′(x)

d u

d x
+ q(x)u = f(x) (18.39)è â ýòîì âèäå çàìåíèòü d2u/dx2 è du/dx ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçíîñòíûìèîòíîøåíèÿìè. Íî òàê ïîñòóïàòü ïëîõî â ñèëó öåëîãî ðÿäà ïðè÷èí. Â÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå (18.38) ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíî ñàìîñîïðÿæåííûì ïîËàãðàíæó (ñèììåòðè÷íûì, ò.å. åñëè u(x) è v(x) îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè

x = 0 è x = 1, òî 1∫
0

vL2u d x =
1∫
0

uL2v d x. Ñðàâíèòü ñ ñèììåòðè÷íîéìàòðèöåé A = AT : (Ax, y) = (x,Ay)). Åñëè æå àïïðîêñèìèðîâàòü (18.39),êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî (18.38) ïðè ãëàäêîé p(x), òî àïïðîêñèìàöèÿ, âîîáùåãîâîðÿ, ñèììåòðè÷íîé íå áóäåò. Óðàâíåíèå (18.38) íóæíî àïïðîêñèìèðî-âàòü ñðàçó â èñõîäíîì âèäå. Êàê è ðàíüøå, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà
[0, 1] çàäàíà ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà óçëîâ xi = ih, h = 1/N , i = 0, 1, . . . , N ,êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü îñíîâíîé. Ïîìèìî îñíîâíîé ñåòêè ââåäåì íà
[0, 1] òàê íàçûâàåìóþ "ñäâèíóòóþ" ñåòêó ñ óçëàìè xi+1/2 = xi + h/2,
i = 0, 1, . . . , N − 1.

× ×
xi−1 xi+1xixi−1/2 xi+1/2�èñ. 1Áóäåì ñòðîèòü àïïðîêñèìàöèþ (18.38) ïðè ïîìîùè ìåòîäà áàëàíñà(ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ). Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (18.38) ïî îòðåçêó

(xi−1/2, xi+1/2), áóäåì èìåòü
−p(xi+1/2)u

′(xi+1/2) + p(xi−1/2)u
′(xi−1/2) +

∫ xi+1/2

xi−1/2

[q(x)u(x)− f(x)] d x = 0.(18.40)Çàìåíèì â (18.40) èíòåãðàë êâàäðàòóðíîé �îðìóëîé ïðÿìîóãîëüíèêîâ, àïðîèçâîäíûå � ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçíîñòíûìè îòíîøåíèÿìè. Èìåííî
xi+1/2∫

xi−1/2

[q(x)u− f(x)] dx ≈ qiuih− fih,

u′i+1/2 ≈
ui+1 − ui

h
, u′i−1/2 ≈

ui − ui−1

h
.

(18.41)



18.5. ÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÀÖÈß ��ÀÍÈ×ÍÛÕ ÓÑËÎÂÈÉ 267Ïîäñòàâëÿÿ (18.41) â (18.40), ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî. Çàìåíÿÿïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî íà òî÷íîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ïðèáëèæåí-íîãî ðåøåíèÿ. Ïîñëå äåëåíèÿ íà h îíî ïðèìåò âèä:
−1

h

[
pi+1/2

uh
i+1 − uh

i

h
− pi−1/2

uh
i − uh

i−1

h

]
+ qiu

h
i = fi, i = 1, 2, . . . , N − 1.(18.42)Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

ux := ux,i :=
ui+1 − ui

h
� ïðàâîå ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå,

ux̄ := ux̄,i :=
ui − ui−1

h
� ëåâîå ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå.Î÷åâèäíî, ÷òî vx,i ≡ vx̄,i+1. Äàëåå,

vi+1 − 2vi + vi−1

h2
=

1

h

[
vi+1 − vi

h
− vi − vi−1

h

]
=

=
1

h
(vx,i − vx̄,i) =

1

h
(vx̄,i+1 − vx̄,i) = (vx̄)x,i = vx̄x,i =: vx̄x.Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, óðàâíåíèå (18.42) ìîæíî ïåðåïèñàòüòàê:

Lh
2u

h := −
(
phuh

x̄

)
x,i

+ qh
i u

h
i = fh

i , i = 1, 2, . . . , N − 1, (18.43)ãäå
ph := ph

i := p (xi − h/2) , qh := qh
i := q(xi), fh := fh

i := f(xi). (18.44)18.5 Àïïðîêñèìàöèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèéÏðèìåíèì òåïåðü ìåòîä áàëàíñà äëÿ ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷-íîãî óñëîâèÿ, ñîäåðæàùåãî ïðîèçâîäíóþ. Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (18.38) âòî÷êå x = 0 (ãðàíè÷íîé òî÷êå) çàäàíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå
α
du

dx
(0) + βu(0) = γ. (18.45)�ðàíè÷íîå óñëîâèå (18.45) ñîäåðæèò â ñåáå âñå îñíîâíûå ãðàíè÷íûå óñëî-âèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (18.38): èìåííî, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà (α =

0), âòîðîãî ðîäà (β = 0) è òðåòüåãî ðîäà. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ãðàíè÷-íûå óñëîâèÿ âòîðîãî è òðåòüåãî ðîäà, ò.å. óñëîâèÿ, ñîäåðæàùèå ïðîèçâîä-íóþ. Ïðîñòåéøàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óñëîâèÿ (18.45) èìååò âèä
α
uh

1 − uh
0

h
+ βuh

0 = γ. (18.46)



268 18. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎ�ÈÈ �ÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÕÅÌÓïðàæíåíèå 18.4. Äîêàçàòü, ÷òî ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷-íîãî óñëîâèÿ (18.45) ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (18.46) ïðè α 6= 0 åñòü O(h).Ìû íå áóäåì çàíèìàòüñÿ ýòîé àïïðîêñèìàöèåé èç-çà òîãî, ÷òî îíàèìååò áîëüøóþ ïîãðåøíîñòü. Ïîñòðîèì äðóãóþ àïïðîêñèìàöèþ óñëîâèÿ(18.45), íî ïðåæäå åãî íåñêîëüêî ïðåîáðàçóåì. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ α 6= 0,è íà ýòîò êîý��èöèåíò óñëîâèå (18.45) ìîæíî ðàçäåëèòü. Êîý��èöèåíò
p(x) óðàâíåíèÿ (18.38) áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûì

p(x) > c0 > 0, (18.47)è äîìíîæåíèå (18.45) íà −p(0) ïðèâåäåò ê ýêâèâàëåíòíîìó óðàâíåíèþ.Áóäåì âìåñòî (18.45) ðàññìàòðèâàòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå
−p(0)

du

dx
(0) + κ0u(0) = g0, (18.48)êîòîðîå ïðè α = −p(0) 6= 0, β = κ0 è γ = g0 ñîâïàäàåò ñ (18.45). Êîìáè-íàöèÿ p(0)u′(0) â (18.48) õîðîøà óæå òåì, ÷òî âåëè÷èíà −p(x)u′(x) èìååòñìûñë ïîòîêà è �èãóðèðóåò â ñàìîì óðàâíåíèè (18.38). Çíàê ìèíóñ ïåðåäïðîèçâîäíîé äîëæåí ñâèäåòåëüñòâîâàòü î òîì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ áåðåòñÿ ïî"âíåøíåé íîðìàëè": ïðîèçâîäíàÿ u′(0) âû÷èñëåíà ïî íàïðàâëåíèþ âíóòðüîòðåçêà [0, 1], à ïðîèçâîäíàÿ −u′(0) � ïî íàïðàâëåíèþ, âûõîäÿùåìó èçîòðåçêà.×òîáû ïîñòðîèòü àïïðîêñèìàöèþ (18.48), ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå(18.38) ïî îòðåçêó (0, h/2). Áóäåì èìåòü

−p(h/2)
du

dx
(h/2) + p(0)

du

dx
(0) +

h/2∫

0

[q(x)u(x)− f(x)] dx = 0. (18.49)Çàòåì âûðàçèì p(0)u′(0) èç (18.48)
p(0)

du

dx
(0) = κ0u(0) − g0, (18.50)àïïðîêñèìèðóåì ïðîèçâîäíóþ

du

dx
(h/2) ≈ u1 − u0

h
(18.51)è àïïðîêñèìèðóåì èíòåãðàë â (18.49) êâàäðàòóðíîé �îðìóëîé "ëåâûõïðÿìîóãîëüíèêîâ"

h/2∫

0

[q(x)u(x)− f(x)] dx ≈ [q(0)u(0)− f(0)]
h

2
. (18.52)



18.6. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÏÎ��ÅØÍÎÑÒÈ ÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÀÖÈÈ 269Ïîäñòàâëÿÿ (18.50)-(18.52) â (18.49), ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî,êîòîðîå ïðåâðàòèì â òî÷íîå ïóòåì çàìåíû òî÷íîãî ðåøåíèÿ u(x) íà ïðè-áëèæåííîå uh(x). Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü
−p1/2

uh
1 − uh

0

h
+

(
κ0 +

h

2
q0

)
uh

0 = g0 +
h

2
f0èëè, ïðèíèìàÿ îáîçíà÷åíèÿ (18.44),

−ph
1u

h
x̄,1 + (κ0 +

h

2
qh
0 )uh

0 = g0 +
h

2
fh

0 . (18.53)Ñîîòíîøåíèå (18.53) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñêîìóþ àïïðîêñèìàöèþ.18.6 Èññëåäîâàíèå ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèèÈññëåäóåì ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû (18.43). Èññëå-äóåì äàæå áîëåå îáùóþ ñõåìó. Ïóñòü ðàçíîñòíàÿ ñõåìà èìååò âèä
−1

h

[
biu

h
x,i − aiu

h
x̄,i

]
+ qh

i u
h
i = fh

i . (18.54)Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ýòîé ñõåìû åñòü
Ψi = fh

i +
1

h
[biux,i − aiux̄,i] − qh

i ui =

= [fh
i − f(xi)] − [qh

i − q(xi)]ui +
1

h
[biux,i − aiux̄,i] − (pu′)′i.

(18.55)Ïðè u(x) ∈ C4[0, 1] èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ
ux,i = u′i +

h

2
u′′i +

h2

6
u′′′i +O(h3),

ux̄.i = u′i −
h

2
u′′i +

h2

6
u′′′i +O(h3).Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â (18.55), áóäåì èìåòü

Ψi =
1

h

[
bi(u

′
i +

h

2
u′′i +

h2

6
u′′′i + O(h3)) − ai(u

′
i −

h

2
u′′i +

h2

6
u′′′i + O(h3))

]
−

− (p′u′ + pu′′) − [qh
i − q(xi)]ui + [fh

i − f(xi)] =

=

[
bi − ai

h
− p′i

]
u′i +

[
bi + ai

2
− pi

]
u′′i + h

bi − ai

6
u′′′i + O(h2)−

− (qh
i − qi)ui + (fh

i − fi).



270 18. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎ�ÈÈ �ÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÕÅÌÎòñþäà íàõîäèì, ÷òî äëÿ àïïðîêñèìàöèè O(h2) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íîâûïîëíåíèÿ óñëîâèé
1◦.

bi − ai

h
− p′i = O(h2),

2◦.
bi + ai

2
− pi = O(h2),

3◦. qh
i − qi = O(h2),

4◦. fh
i − fi = O(h2).

(18.56)
Äëÿ ñõåìû (18.43), (18.44) óñëîâèÿ (18.563) è (18.564) î÷åâèäíû. Îáðàòèì-ñÿ ê (18.561) è (18.562). Èìååì

bi = pi+1/2 = pi +
h

2
p′i +

h2

8
p′′i + O(h3),

ai = pi−1/2 = pi −
h

2
p′i +

h2

8
p′′i + O(h3).Îòñþäà

bi − ai

h
= p′i +O(h2),

bi + ai

2
= pi +O(h2).Òåîðåìà 18.6. Åñëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18.38) îáëàäàåò ÷åòâåðòû-ìè íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè, òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (18.43), (18.44)èìååò ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè O(h2).Óïðàæíåíèå 18.5. Äîêàçàòü, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (18.43) ïðè bi =

ai+1 è à) ai =
pi + pi−1

2
, qh

i = qi, fh
i = fi, (18.57)á) ai =

1

h

xi∫

xi−1

p(x) dx, qh
i =

1

h

xi+1∫

xi−1

q(x)(1− |x− xi|) dx,

fh
i =

1

h

xi+1∫

xi−1

f(x)(1− |x− xi|) dx

(18.58)
èìååò ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè O(h2).Èññëåäóåì ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ψ0 ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (18.53).
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ψ0 := g0 +

h

2
f0 + p1/2

u1 − u0

h
− (κ0 +

h

2
q0)u0 =

= g0 +
h

2
f0 +

(
p0 +

h

2
p′0 + O(h2)

)(
u′0 +

h

2
u′′0 + O(h2)

)
− (κ0 +

h

2
q0)u0 =

= (p0u
′
0 − κ0u0 + g0) +

h

2
(p0u

′′
0 + p′0u

′
0 − q0u0 + f0) + O(h2).Ïåðâàÿ ñêîáêà â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè ðàâíà íóëþ â ñèëó (18.48), à âòîðàÿ� â ñèëó óðàâíåíèÿ (18.38), ïðîäîëæåííîãî ïî íåïðåðûâíîñòè ñ (0, 1)íà [0, 1). Òåì ñàìûì, ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ(18.53) íà ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (18.38) åñòü O(h2).Óïðàæíåíèå 18.6. Ìåòîäîì áàëàíñà ïîñòðîèòü àïïðîêñèìàöèþ ãðà-íè÷íîãî óñëîâèÿ

p(1)
du

dx
(1) + κ1u(1) = g1 (18.59)è èññëåäîâàòü ïîãðåøíîñòü ïîëó÷åííîé àïïðîêñèìàöèè.Òåîðåìà 18.7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

ph
i > c0 > 0, qh

i > c1 > 0, κ0 > 0. (18.60)Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (18.43), (18.53), (18.61)
uh

N = g1, (18.61)è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà
max

i
|uh

i | 6
|g0|
κ0

+ |g1| + max
i

|fi|
c1
. (18.62)Óïðàæíåíèå 18.7. Äîêàçàòü òåîðåìó 18.7.Òåîðåìà 18.8. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (18.60), è ðåøåíèå çàäà÷è (18.38),(18.48), (18.63) u(x) ∈ C4[0, 1],

u(1) = g1, (18.63)òî ðåøåíèå uh çàäà÷è (18.43), (18.44), (18.53), (18.61) ñõîäèòñÿ ê ðåøå-íèþ çàäà÷è (18.38), (18.48), (18.63) ñî ñêîðîñòüþ O(h2) ðàâíîìåðíî ïî
x1 ∈ ω, ò.å.

max
i

|u(xi) − uh
i | = O(h2).Óïðàæíåíèå 18.8. Äîêàçàòü òåîðåìó 18.8.



272 18. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎ�ÈÈ �ÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÕÅÌ18.7 Óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíûìè êîý��èöèåíòàìèÂíîâü îáðàòèìñÿ ê óðàâíåíèþ (18.38), íî òåïåðü ðàçðåøèì êîý��èöèåí-òàì ýòîãî óðàâíåíèÿ è åãî ïðàâîé ÷àñòè èìåòü ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà âíåêîòîðîì êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê èíòåðâàëà (0, 1). Äîñòàòî÷íî ðàññìîò-ðåòü ñëó÷àé, êîãäà òàêàÿ òî÷êà îäíà. Ïóñòü ýòî òî÷êà ξ ∈ (0, 1) è, íàïðè-ìåð, p(ξ + 0) 6= p(ξ− 0). Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå (18.38) èìåëî ñìûñë,íåîáõîäèìî, ÷òîáû â òî÷êå x = ξ �óíêöèÿ u(x) áûëà íåïðåðûâíà, ò.å.
u(x+ 0) = u(x− 0).Ýòî óñëîâèå ïðèíÿòî çàïèñûâàòü â âèäå

[u]
∣∣
x=ξ

= 0, (18.64)ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ñêà÷îê �óíêöèè,ò.å.
[v]
∣∣
x=ξ

:= v(ξ + 0) − v(ξ − 0).�àâåíñòâî íóëþ ýòîãî ñêà÷êà êàê ðàç è ãîâîðèò î òîì, ÷òî �óíêöèÿ íåïðå-ðûâíà â ýòîé òî÷êå.Äëÿ òîãî,÷òîáû ìîæíî áûëî âûïîëíèòü âòîðîå äè��åðåíöèðîâàíèåâ (18.38), íåîáõîäèìà íå íåïðåðûâíîñòü ïðîèçâîäíîé �óíêöèè u(x), àíåïðåðûâíîñòü âñåãî âûðàæåíèÿ, ñòîÿùåãî ïîä çíàêîì âíåøíåé ïðîèç-âîäíîé, ò.å. ïîòîêà
w(x) := −p(x)u′(x).Òåì ñàìûì, âòîðûì óñëîâèåì äîëæíî áûòü óñëîâèå

[pu′]
∣∣
x=ξ

= 0. (18.65)Óñëîâèÿ (18.64), (18.65) îáû÷íî íàçûâàþò óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ. �àç-ðûâû â êîý��èöèåíòå q(x) è ïðàâîé ÷àñòè f(x) íèêàê íå âëèÿþò íà âèäóñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ.Åñëè êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ (18.38) èìåþò òî÷êè ðàçðûâà, òî ïðèàïïðîêñèìàöèè ýòîãî óðàâíåíèÿ æåëàòåëüíî óêàçàííûå òî÷êè âêëþ÷àòü â÷èñëî óçëîâûõ òî÷åê ñåòêè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîãðåø-íîñòü àïïðîêñèìàöèè ñòàíåò ñëèøêîì áîëüøîé, è òî÷íîñòü ðàçíîñòíîéñõåìû óìåíüøèòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ãëàäêèì ñëó÷àåì. Ýòî, ïðàâäà, ïî÷òèâñåãäà ïðèâîäèò ê íåðàâíîìåðíîé (êóñî÷íî ðàâíîìåðíîé) ñåòêå, íî ýòîéïðîáëåìû ìû êîñíåìñÿ ÷óòü ïîçæå.



18.7. Ó�ÀÂÍÅÍÈß Ñ �ÀÇ�ÛÂÍÛÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ 273Èòàê, ïóñòü êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ (18.38) è åãî ïðàâàÿ ÷àñòü èìåþòðàçðûâ â òî÷êå ξ ∈ (0, 1). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà òî÷êà âêëþ÷åíà â÷èñëî óçëîâ ñåòêè, è ïóñòü, äëÿ ïðîñòîòû, ñåòêà îñòàëàñü ðàâíîìåðíîé.Òàê áóäåò, íàïðèìåð, åñëè ξ = 1/2, à ñåòêà íà [0, 1] èìååò øàã h = 1/2N .Ïóñòü íîìåð óçëà, îòâå÷àþùåãî ξ, åñòü j. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè èñêîìîãîðåøåíèÿ â ýòî òî÷êå (18.64) íà ñåòêå çíà÷åíèþ u(ξ) áóäåò îòâå÷àòü ïðîñòî
uh

j . Ïîñòðîèì àïïðîêñèìàöèþ âòîðîãî óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (18.65). Äëÿýòîãî â î÷åðåäíîé ðàç âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì áàëàíñà. Ïðîèíòåãðèðóåìóðàâíåíèå (18.38) ïî îòðåçêó [ξ − h/2, ξ + h/2]

−
∫ ξ+h/2

ξ−h/2

(pu′)′dx =

∫ ξ+h/2

ξ−h/2

[f(x)− q(x)u(x)]dx.Òåïåðü âû÷èñëåíèå ëåâîãî èíòåãðàëà ñëåäóåò ïðîâîäèòü áîëåå îñòîðîæíî:âû÷èñëÿòü åãî êàê ñóììó äâóõ èíòåãðàëîâ ïî [ξ−h/2, ξ] è ïî [ξ, ξ+h/2].Áóäåì èìåòü
− p

(
ξ +

h

2

)
u′
(
ξ +

h

2

)
+ p(ξ + 0)u′(ξ + 0) − p(ξ − 0)u′(ξ − 0)+

+ p

(
ξ − h

2

)
u′
(
ξ − h

2

)
=

∫ ξ+h/2

ξ−h/2

[f(x) − q(x)u(x)]dx.

(18.66)Â ñèëó (18.65) âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå ëåâîé ÷àñòè âçàèìíî óíè÷òî-æàþòñÿ, è ìû ïîëó÷àåì â òî÷íîñòè òî æå ñàìîå ñîîòíîøåíèå (18.40), ÷òîè â ãëàäêîì ñëó÷àå. Ìû íåñêîëüêî ïåðåñòðàõîâàëèñü, íî ýòî ëó÷øå, ÷åìñîâåðøèòü îøèáêó. Äàëüíåéøèå íàøè äåéñòâèÿ íàïîìèíàþò äåéñòâèÿ âï. 18.4. Åñòü, ïðàâäà, è îòëè÷èÿ: çàìåíÿòü èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (18.66)êâàäðàòóðíîé �îðìóëîé ïðÿìîóãîëüíèêîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ, èáî âòî÷êå ξ �óíêöèè f(x) è q(x) ìîãóò èìåòü ðàçðûâû. Ýòó òðóäíîñòü ëåãêîïðåîäîëåòü, åñëè â òî÷êå x = ξ ïîëîæèòü
f(x) = [f(ξ + 0) + f(ξ − 0)]/2, q(x) = [q(ξ + 0) + q(ξ − 0)]/2è �îðìàëüíî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé ïðÿìîóãîëüíèêîâ. �àçóìååòñÿ,àïïðîêñèìàöèÿ ïîëó÷èòñÿ õóæå èç-çà ìåíüøåé ãëàäêîñòè ïîäûíòåãðàëü-íîé �óíêöèè.Èòàê, àïïðîêñèìàöèÿ óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

−ph
j+1u

h
x,j + ph

ju
h
x̄,j = h

(
qh
j u

h
j − fh

j

)
, (18.67)ãäå, íàïðèìåð,

qh
j =

q(ξ + 0) + q(ξ − 0)

2
, fh

j =
f(ξ + 0) + f(ξ − 0)

2
. (18.68)



274 18. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎ�ÈÈ �ÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÕÅÌÏîäåëèâ ýòî ñîîòíîøåíèå íà h, ïîëó÷èì �îðìàëüíóþ àïïðîêñèìàöèþóðàâíåíèÿ (18.38) â òî÷êå ðàçðûâà êîý��èöèåíòîâ
−
(
phuh

x̄

)
x,j

+ qh
j u

h
j = fh

j . (18.69)Èññëåäóåì ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ýòîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ ïðîñòî-òû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî p(x) åñòü êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ �óíêöèÿ
p(x) =

{
p1, 0 < x < ξ,

p2, ξ < x < 1.
(18.70)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (18.68), (18.70), áóäåì èìåòü

Ψj =
f(ξ + 0) + f(ξ − 0)

2
+

1

h
[p2ux,j − p1ux̄,j] −

q(ξ + 0) + q(ξ − 0)

2
u(ξ) =

=
f(ξ + 0) − q(ξ + 0)u(ξ) + f(ξ − 0) − q(ξ − 0)u(ξ)

2
+

+
1

h

{
p2

[
u′(ξ + 0) +

h

2
u′′(ξ + 0) +

h2

6
u′′′(ξ + 0)

]
−

− p1

[
u′(ξ − 0) − h

2
u′′(ξ − 0) +

h2

6
u′′′(ξ − 0)

]
+ O(h3)

}
.×ëåíû ñO(h−1) âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ â ñèëó óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (18.65),à ÷ëåíû O(1) � â ñèëó óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (18.64) è óðàâíåíèÿ (18.38)ñëåâà è ñïðàâà îò òî÷êè ðàçðûâà ξ. Òåì ñàìûì,

Ψj =
h

6
[pu′′′]x=ξ + O(h2).Òàê êàê, âîîáùå ãîâîðÿ, [pu′′′]x=ξ 6= 0, òî
Ψj = O(h). (18.71)Çàìå÷àíèå 18.4. Âîâñå íå áûëî áîëüøîé íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðè-âàòü óðàâíåíèå (18.69) êàê àïïðîêñèìàöèþ (18.38) â òî÷êå ðàçðûâà (ñïîãðåøíîñòüþ O(h)). Äîñòàòî÷íî áûëî áû ðàññìàòðèâàòü ýêâèâàëåíòíîåñîîòíîøåíèå (18.67) êàê àïïðîêñèìàöèþ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (18.65) (ñïîãðåøíîñòüþ O(h2)). Ïðàâäà, ïðè ýòîì íàì ïðèøëîñü áû ñòðîèòü ñîîò-âåòñòâóþùóþ àïðèîðíóþ îöåíêó ðåøåíèÿ íîâîé ñåòî÷íîé çàäà÷è, âêëþ-÷àþùåé â ñâîþ �îðìóëèðîâêó óñëîâèå (18.67). Â òðàêòîâêå (18.69) êàêàïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (18.38) íîâóþ òåîðèþ ñòðîèòü íå íàäî.



18.7. Ó�ÀÂÍÅÍÈß Ñ �ÀÇ�ÛÂÍÛÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ 275Èññëåäóåì âëèÿíèå óâåëè÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè óðàâíå-íèÿ â îäíîì óçëå äî O(h) (ñì. (18.71)). Ïðåäñòàâèì ïîãðåøíîñòü àïïðîê-ñèìàöèè Ψi, íàïðèìåð, çàäà÷è (18.43), (18.9) â âèäå
Ψi =

◦
Ψi + Ψ̃i,ãäå

◦
Ψi =

{
Ψi, i 6= j,

0, i = j,
Ψ̃i =

{
0, i 6= j,

Ψj, i = j.Â ñèëó ëèíåéíîñòè çàäà÷è ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ zi ïðèìåò âèä
zi =

◦
zi + z̃i,ãäå

Lh
2

◦
zi =

◦
Ψi, Lh

2 z̃i = Ψ̃i.Â ñèëó òåîðåìû 18.8 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ◦
zi = O(h2), èáî ◦

Ψi = O(h2).Ñ z̃i íóæíî ðàçáèðàòüñÿ îòäåëüíî. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîìñðàâíåíèÿ (òåîðåìà 18.4). Ñíîâà äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîý�-�èöèåíò p(x) êóñî÷íî ïîñòîÿííûé (18.70). Âîçüìåì â êà÷åñòâå áàðüåðàêóñî÷íî ëèíåéíóþ, íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ
Ui =

{
Axi, xi 6 xj = ξ,

Aξ, xi > ξ
(18.72)Ïîñêîëüêó

Lh
2Ui =





−p1Ux̄x,i + qiUi, i < j,

−1

h
(p2Ux,j − p1Ux̄,j) + qh

jUj, i = j,

−p2Ux̄x,i + qiUi, i > j,òî
Lh

2Ui =




qiUi, i 6= j,
Ap1

h
+ qh

jAξ, i = j.Åñëè |Ψj| 6 c h, òî, ïîëîæèâ A = c h2/p1, íàõîäèì, ÷òî
Lh

2Ui =: Fi > |Ψ̃i|è, ñëåäîâàòåëüíî,
|z̃i| = O(h2).



276 18. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎ�ÈÈ �ÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÕÅÌÒåì ñàìûì, ïîêàçàíî, ÷òî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìà-öèè â îäíîé òî÷êå (â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ, ÷èñëî êîòîðûõ íå çàâèñèò îò N)åñòü O(h), ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ zi =
◦
zi + z̃i îñòàåòñÿ âåëè÷èíîé O(h2)(êàê â ãëàäêîì ñëó÷àå).Çàìå÷àíèå 18.5. Òàêàÿ æå ñèòóàöèÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèèâîçíèêàåò äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ íåïðåðûâ-íû, îäíàêî ñåòêà ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ðàâíîìåðíîé.Çàìå÷àíèå 18.6. Åñëè áû êîý��èöèåíò p(x) â óðàâíåíèè (18.38) îñòà-âàëñÿ ïåðåìåííûì (à íå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì), òî â êà÷åñòâå áàðüåðà íóæ-íî áûëî áû áðàòü íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíóþ �óíêöèþ.Óïðàæíåíèå 18.9. Ïîñòðîèòü áàðüåð, êîãäà ph

i íå åñòü êóñî÷íî-ïîñòîÿí-íàÿ �óíêöèÿ.18.8 Íåðàâíîìåðíàÿ ñåòêàÏðè ðàññìîòðåíèè óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíûìè êîý��èöèåíòàìè ìû ñòîëê-íóëèñü ñ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî äëÿ ïðèåìëåìîé àïïðîêñèìàöèè äè�-�åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ æåëàòåëüíî èñïîëüçîâàòü ñåòêó, êîòîðàÿ íåÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé. Äëÿ ýòèõ öåëåé äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü êóñî÷íî-ðàâíîìåðíóþ ñåòêó, íî ìû ñåé÷àñ èññëåäóåì áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäàðàçëè÷íûìè ìîãóò áûòü âñå øàãè. Ïóñòü
ω̂ =

{
xi

∣∣ x0 = 0 < x1 < x2 < · · · < xN−1 < xN = 1
} (18.73)� ïðîèçâîëüíàÿ íåðàâíîìåðíàÿ ñåòêà íà [0, 1]. Áóäåì îáîçíà÷àòü

hi = xi − xi−1, ~i =
hi + hi+1

2
.Íà ñåòêå (18.73) äëÿ óðàâíåíèÿ (18.38) ìåòîäîì áàëàíñà ïîëó÷èì ñëåäó-þùóþ àïïðîêñèìàöèþ

− 1

~i

[
p

(
xi +

hi+1

2

)
uh

i+1 − uh
i

hi+1
− p

(
xi −

hi+1

2

)
uh

i − uh
i−1

hi

]
+

+ q(xi)u
h
i = f(xi), i = 1, . . . , N − 1.

(18.74)Ââåäåì íîâîå îáîçíà÷åíèå
(wi+1 − wi)/~i =: wx̂,i.



18.8. ÍÅ�ÀÂÍÎÌÅ�ÍÀß ÑÅÒÊÀ 277Ñ ó÷åòîì ýòîãî îáîçíà÷åíèÿ óðàâíåíèÿ (18.74) ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå
−
(
phuh

x̄

)
x̂,i

+ qh
i u

h
i = fh

i .Åñëè ñåòêà (18.73) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé, àïïðîêñèìàöèÿ (18.74) èìååòïîãðåøíîñòü òîëüêî O(h), ãäå h = max hi. Ïîêàæåì ýòî.Ñíîâà äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî p(x) ≡ 1. Òîãäà ïîãðåø-íîñòü àïïðîêñèìàöèè ïðèìåò âèä
Ψi = fi − qiu(xi) +

1

~i

[
u(xi+1) − u(xi)

hi+1
− u(xi) − u(xi−1)

hi

]
=

= fi − qiui +
2

hi + hi+1

[
u′i +

hi+1

2
u′′i +

h2
i+1

6
u′′′i +

h3
i+1

24
uIV(ξi)−

−
(
u′i −

hi

2
u′′i +

h2
i

6
u′′′i − h3

i

24
uIV(ηi)

)]
=

= (f − qu+ u′′)i +
h2

i+1 − h2
i

3(hi+1 + hi)
u′′′i +

h3
i+1u

IV(ξi) + h3
iu

IV(ηi)

12(hi+1 + hi)
=

=
hi+1 − hi

3
u′′′i +

h2
i + h2

i+1 − hihi+1

12
uIV(ζi).

(18.75)
Åñëè

hi+1 − hi = O(h2
i ),òî ñåòêà íàçûâàåòñÿ êâàçèðàâíîìåðíîé, è â ýòîì ñëó÷àå

Ψi = O(h2).Åñëè æå
hi+1 − hi 6= O(h2

i ),òî
Ψi = O(h).Çàìå÷àíèå 18.7. Êâàçèðàâíîìåðíûå ñåòêè îáðàçóþòñÿ, íàïðèìåð, â ðå-çóëüòàòå ñëåäóþùèõ ïîñòðîåíèé. Ïóñòü ϕ(t) ∈ C2[0, 1], ïðè÷åì ϕ′ > 0íà [0, 1] è ϕ(0) = 0, ϕ(1) = 1. Òîãäà x = ϕ(t) åñòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîåîòîáðàæåíèå îòðåçêà [0, 1] íà ñåáÿ. Ââåäåì íà [0, 1] ðàâíîìåðíóþ ñ øàãîì

τ = 1/N ñåòêó óçëîâ t = i/N . Ýòîé ñåòêå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåðàâ-íîìåðíàÿ ñåòêà ñ óçëàìè xi = ϕ(ti). Ñåòêà xi áóäåò êâàçèðàâíîìåðíîé,èáî
hi+1 − hi = (xi+1 − xi) − (xi − xi−1) = ϕi+1 − 2ϕi + ϕi−1 =

=

∫ ti+1

ti−1

(τ − |t− ti|)ϕ′′(t)dt = N−2ϕ′′(t̃i), t̃i ∈ (ti−1, ti+1).



278 18. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎ�ÈÈ �ÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÕÅÌÊàêîâà æå òî÷íîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû (18.74) íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå?Åñëè ñåòêà êâàçèðàâíîìåðíàÿ, òî òàê æå, êàê â òåîðåìå 18.2 èëè 18.8ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé àïðèîðíîé îöåíêè (ñì., íàïðèìåð,òåîðåìó 18.1 èëè òåîðåìó 18.7) äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òî÷íîñòü ðàçíîñòíîéñõåìû (18.74) (ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ) áóäåò O(h2).Åñëè æå ñåòêà (18.73) êâàçèðàâíîìåðíîé íå ÿâëÿåòñÿ, òî äåëî ñ îòâåòîì íàïîñòàâëåííûé âîïðîñ îáñòîèò íåñêîëüêî ñëîæíåå. �àçóìååòñÿ, ñõîäèìîñòüñî ñêîðîñòüþ O(h) çäåñü èìååò ìåñòî, è äîêàçûâàåòñÿ ýòî óæå èçâåñòíûìíàì ñïîñîáîì, íî ýòî íå âñÿ ïðàâäà. Áîëåå òùàòåëüíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò,÷òî è â ýòîì ñëó÷àå ñõîäèìîñòü áóäåò O(h2). ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì,íóæíî íåñêîëüêî ïðåîáðàçîâàòü ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè (18.75) èâûâåñòè íîâóþ àïðèîðíóþ îöåíêó. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðèåì, èñïîëüçîâàí-íûé ïðè îöåíêå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ñëó÷àå ðàçðûâíûõ êîý��èöèåíòîâ,çäåñü íå ïðîõîäèò, èáî ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè èìååò òîëüêî ïåðâûéïîðÿäîê ìàëîñòè â ñëèøêîì áîëüøîì ÷èñëå óçëîâ.Ïðåîáðàçóåì ïåðâîå ñëàãàåìîå ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè (18.75). Èìå-åì
hi+1 − hi

3
u′′′i =

h2
i+1 − h2

i

6~i
u′′′i =

1

6
h2

x̂,iu
′′′
i .Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

(
h2u′′′

)
x̂,i =

h2
i+1u

′′′
i+1 − h2

iu
′′′
i + h2

i+1u
′′′
i − h2

i+1u
′′′
i

~i
=

= h2
x̂,iu

′′′
i +

h2
i+1

~i
(u′′′i+1 − u′′′i ) = h2

x̂,iu
′′′
i +

h3
i+1

~i
ũIVi .Ïîýòîìó

hi+1 − hi

3
u′′′i =

1

6

(
h2u′′′

)
x̂,i −

h3
i+1

~i
ũIVi .Èñïîëüçóÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå â (18.75), áóäåì èìåòü

Ψi =
◦
ψx̂,i + ψ̃i, (18.76)ãäå

◦
ψi =

h2u′′′i

6
= O(h2), (18.77)

ψ̃i =
h2

i + h2
i+1 − hihi+1

12
uIVi (ζi) −

h3
i+1

~i
ũIVi = O(h2). (18.78)



18.9. ÀÏ�ÈÎ�ÍÛÅ ÎÖÅÍÊÈ È ÎÖÅÍÊÀ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ 279Èòàê, íà ïðîèçâîëüíîé íåðàâíîìåðíîé ñåòêå (18.73) ïîãðåøíîñòü àï-ïðîêñèìàöèè (18.75) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ ñåòî÷íûõ �óíêöèé,îäíà èç êîòîðûõ O(h2), à äðóãàÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòíûì îòíîøåíèåì �óíê-öèè O(h2).18.9 Àïðèîðíûå îöåíêè è îöåíêà òî÷íîñòèÒåïåðü ïî ïîâîäó àïðèîðíîé îöåíêè. ×òîáû íå ïîãðÿçíóòü â òåõíè÷åñêèõâîïðîñàõ, íóæíóþ àïðèîðíóþ îöåíêó ìû ïîëó÷èì íå äëÿ ðåøåíèÿ ñå-òî÷íîé çàäà÷è, à äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äè��åðåíöèàëüíîé. Äëÿ ñåòî÷íîéçàäà÷è âñå äåëàåòñÿ òî÷íî òàê æå, íî ñ á�îëüøèìè òåõíè÷åñêèìè òðóäíî-ñòÿìè.�àññìîòðèì ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó
−u′′(x) = f(x), 0 < x < 1, u(0) = u(1) = 0. (18.79)Äëÿ ýòîé çàäà÷è èìååò ìåñòî ïðèíöèï ñðàâíåíèÿ (ñì. òåîðåìó 18.4). Èñ-ïîëüçóÿ áàðüåðíóþ �óíêöèþ

U(x) = x(1 − x)
1

2
max
0<x<1

|f(x)|,íàéäåì, ÷òî
|u(x)| 6 U(x) 6 max

0<x<1
|f(x)|,èëè

‖u‖L∞
6

1

8
‖f‖L∞

. (18.80)Ýòà àïðèîðíàÿ îöåíêà àíàëîãè÷íà îöåíêå èç òåîðåìû 18.5.Ïîñòðîèì �óíêöèþ �ðèíà çàäà÷è (18.79). Äëÿ ýòîãî íàéäåì ñíà÷àëà÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18.79). Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (18.79) äâà-æäû, áóäåì èìåòü
u(x) = −

∫ x

0

dξ

∫ ξ

0

f(η)dη.Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ î÷åâèäíî åñòü
u(x) = c1x+ c2(1 − x) −

∫ x

0

dξ

∫ ξ

0

f(η)dη.Âûáèðàÿ ïîñòîÿííûå c1 è c2 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ(18.79), íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è (18.79)
u(x) = x

∫ 1

0

dξ

∫ ξ

0

f(η)dη −
∫ x

0

dξ

∫ ξ

0

f(η)dη.



280 18. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎ�ÈÈ �ÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÕÅÌÏðåîáðàçóåì äâîéíûå èíòåãðàëû ê îäèíàðíûì. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì,áóäåì èìåòü
u(x) = x

∫ 1

0

(1 − ξ)f(ξ)dξ −
∫ x

0

(x− ξ)f(ξ)dξ.�àçáèâàÿ ïåðâûé èç èíòåãðàëîâ íà ñóììó èíòåãðàëîâ ïî (0, x) è (x, 1),îêîí÷àòåëüíî íàéäåì, ÷òî
u(x) =

∫ 1

0

[x(1 − ξ) − (x− ξ)]f(ξ)dξ +

∫ 1

x

x(1 − ξ)f(ξ)dξ.Ïóñòü
G(x, ξ) =

{
x(1 − ξ), x < ξ,

ξ(1 − x), x > ξ.
(18.81)Òîãäà

u(x) =

∫ 1

0

G(x, ξ)f(ξ)dξ, (18.82)ò.å. (18.81) åñòü �óíêöèÿ �ðèíà çàäà÷è (18.79).Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (18.82) äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïðèîðíûõ îöå-íîê ðåøåíèÿ çàäà÷è (18.79). Èç (18.82) âûòåêàåò, ÷òî
‖u‖L∞

6 max
06x,ξ61

∣∣G(x, ξ)
∣∣ ‖f‖L∞

.Ïîñêîëüêó
0 6 G(x, ξ) 6 G(x, x) = x(1 − x) 6 1/4,òî

‖u‖L∞
6

1

4
‖f‖L∞

.Ýòà îöåíêà (ïî êîý��èöèåíòó) íåñêîëüêî ñëàáåå îöåíêè (18.80), îäíàêî èîöåíêà (18.80) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç (18.82). Èìåííî
‖u‖L∞

6 ‖f‖L∞
max
0<x<1

∫ 1

0

G(x, ξ)dξ.Íî ∫ 1

0

G(x, ξ)dξ =
x(1 − x)

2
6

1

8
,Îòêóäà è âûòåêàåò îöåíêà (18.80).



18.9. ÀÏ�ÈÎ�ÍÛÅ ÎÖÅÍÊÈ È ÎÖÅÍÊÀ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ 281Íî íå ðàäè ýòîãî ìû îáðàòèëèñü ê �óíêöèè �ðèíà è ïðåäñòàâëåíèþðåøåíèÿ â âèäå (18.82). Èç (18.82) âûòåêàåò, íàïðèìåð, òàêàÿ íîâàÿ îöåíêà
‖u‖L∞

6 max
0<x,ξ<1

G(x, ξ) ‖f‖L1
6

1

4
‖f‖L1

. (18.83)Â ýòîé îöåíêå äëÿ ðåøåíèÿ è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ çàäåéñòâîâàíû ðàç-íûå íîðìû, ïðè÷åì äëÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàíà áîëåå ñèëüíàÿ íîðìà, ÷åìäëÿ ïðàâîé ÷àñòè. Ñåòî÷íûé àíàëîã ýòîé îöåíêè ïîçâîëÿåò âûÿâèòü ïðà-âèëüíóþ îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû â ðàññìîòðåííîìðàíåå ñëó÷àå ðàçðûâíûõ êîý��èöèåíòîâ áåç ïîñòðîåíèÿ ñïåöèàëüíîãîáàðüåðà, êàê ìû ýòî äåëàëè â ï. 18.7.Íî ýòî åùå íå âñå. Ïðåîáðàçóåì (18.82) èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì
u(x) = −

∫ 1

0

G(x, ξ)d

[∫ 1

ξ

f(η)dη − C

]
=

∫ 1

0

∂G

∂ξ
(x, ξ)

[∫ 1

ξ

f(η)dη − C

]
dξ.Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî

‖u‖L∞
6 min

C
max
0<ξ<1

∣∣∣∣
∫ 1

ξ

f(η)dη − C

∣∣∣∣ max
0<x<1

∫ 1

0

∣∣∣∣
∂G

∂ξ
(x, ξ)

∣∣∣∣dξÏîñêîëüêó
∂G

∂ξ
=

{
−x, x < ξ

1 − x, x > ξ,òî ∫ 1

0

∣∣∣∣
∂G

∂ξ
(x, ξ)

∣∣∣∣dξ = 2x(1 − x) 6 1/2è, ñëåäîâàòåëüíî,
‖u‖L∞

6
1

2
min

C
max
0<ξ<1

∣∣∣∣
∫ 1

ξ

f(η)dη − C

∣∣∣∣ =:
1

2
‖f‖W−1

∞
. (18.84)�àäè ýòîé îöåíêè ìû è ââåëè â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ �ðèíà.Ïóñòü

f(x) =
◦
f ′(x) + f̃(x).Òîãäà è ðåøåíèå çàäà÷è (18.79) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

u(x) =
◦
u(x) + ũ(x).ãäå ◦

u(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (18.79) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ ◦
f ′(x), à ũ(x)� ñ ïðàâîé ÷àñòüþ f̃(x). Äëÿ îöåíêè ◦

u(x) âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì



282 18. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎ�ÈÈ �ÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÕÅÌ(18.84), ïîëîæèâ C =
◦
f(1), à äëÿ îöåíêè ũ(x) � ñîîòíîøåíèåì (18.80). Âðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

‖u‖L∞
6 ‖ ◦

u‖L∞
+ ‖ũ‖L∞

6
1

2
‖
◦
f‖L∞

+
1

8
‖f̃‖L∞

. (18.85)Åñëè, íàïðèìåð,
f(x) = kπ cos kπx+ 1, k ≫ 1,òî, â ñèëó îöåíêè (18.80)

‖u‖L∞
= O(k),à, ïîëàãàÿ

◦
f(x) = sin kπxè èñïîëüçóÿ îöåíêó (18.80), íàéäåì, ÷òî
‖u‖L∞

= O(1).Çàìå÷àíèå 18.8. Â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (18.38) ñ ïåðåìåííûìèêîý��èöèåíòàìè �óíêöèÿ �ðèíà â ÿâíîì âèäå íå âûïèñûâàåòñÿ, îäíàêîîãðàíè÷åíà è èìååò îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå êàê ïî x, òàê è ïî ξ. Òàê÷òî îöåíêà (18.84) èìååò ìåñòî è â îáùåì ñëó÷àå.Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê àíàëèçó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàç-íîñòíûõ ñõåì íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå. Ïóñòü (18.74) åñòü àïïðîêñèìàöèÿóðàâíåíèÿ (18.79), ò.å.
−uh

x̄x̂,i = fi, i = 1, 2, . . . , N − 1, uh
0 = uh

N = 0.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî �óíêöèÿ �ðèíà ýòîé çàäà÷è èìååò âèä
Gh(xi, ξj) =

{
xi(1 − ξj), xi 6 ξj,

ξj(1 − xi), xi > ξj,
xi, ξj ∈ ω̂,à äëÿ åå ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

uh(xi) =

N−1∑

i=1

Gh(xi, ξj)f(ξj)~j, (18.86)Ïîñêîëüêó
−




N−1∑

l=j

fl~l




x̂,j = fj = f(ξj),



18.9. ÀÏ�ÈÎ�ÍÛÅ ÎÖÅÍÊÈ È ÎÖÅÍÊÀ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ 283à ïðè v0 = 0

N−1∑

j=1

vjwx̂,j~j = −v1(w2 − w1) + v2(w3 − w2) + · · · + vN−1(wN − wN−1) =

= −w1v1 − w2(v2 − v1) − · · · − wN(vN − vN−1) =

N∑

j=1

vξ̄,jwjhj,òî ïðåäñòàâëåíèþ (18.86) ìîæíî ïðèäàòü âèä
uh(xi) =

N∑

i=1

Gh
ξ̄ (xi, ξj)

(
N−1∑

l=j

fl~l − C

)
hj,îòêóäà è âûòåêàåò àíàëîãè÷íàÿ (18.84) îöåíêà

‖uh‖Lh
∞

6
1

2
min

C
max

j

∣∣∣∣∣

N−1∑

l=j

fl~l − C

∣∣∣∣∣.Åñëè
fj =

◦
f ξ̂j

+ f̃j, (18.87)òî, êàê è â êîíòèíóàëüíîì ñëó÷àå, íàõîäèì, ÷òî
‖uh‖Lh

∞
6

1

2
‖
◦
f‖Lh

∞
+

1

8
‖f̃‖Lh

∞
. (18.88)Ïðåäñòàâëåíèå ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå(18.76) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ïðåäñòàâëåíèåì ïðàâîé ÷àñòè (18.87). Ïî-ýòîìó äëÿ ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ zi = uh

i − u(xi) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖zh‖Lh

∞
6

1

2
‖
◦
ψ‖Lh

∞
+

1

8
‖ψ̃‖Lh

∞
,âûòåêàþùàÿ èç (18.88). Åñëè òåïåðü ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ(18.77), (18.78), òî ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ

‖zh‖Lh
∞

= O(h2).Èòàê, ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå,óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ hi 6 h , åñòü O(h2).



284 18. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎ�ÈÈ �ÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÕÅÌ18.10 Àïïðîêñèìàöèÿ ïðîèçâîäíîéÓêàæåì åùå íà îäíó ïîëåçíóþ îöåíêó, êîòîðàÿ ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ(18.82). Äè��åðåíöèðóÿ u(x) èç (18.82) è îöåíèâàÿ ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè�ðèíà, íàéäåì, ÷òî
‖u′‖L∞

6
1

2
‖f‖L∞

.Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà äëÿ ñåòî÷íîé çàäà÷è èìååò âèä
‖uh

x̄‖Lh
∞

6
1

2
‖fh‖Lh

∞
. (18.89)Âîñïîëüçóåìñÿ ýòîé îöåíêîé äëÿ àíàëèçà òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ïåðâîéïðîèçâîäíîé ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è ðàçíîñòíûì îòíîøåíè-åì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, âû÷èñëåííîãî íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå. Â ñèëó(18.89) äëÿ ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖zx̄‖Lh
∞

6
1

2
‖Ψ‖Lh

∞
.à, ïîñêîëüêó ñåòêà ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîìåðíîé, òî Ψ = O(h2) è, ñëåäî-âàòåëüíî,

zx̄,i = O(h2). (18.90)Áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü ïðîèçâîäíóþ ðåøåíèÿ çàäà÷è (18.79) ïðè ïîìî-ùè äâóõ ñîñåäíèõ çíà÷åíèé ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ uh
i è uh

i−1. Èìåííî,â êà÷åñòâå àïïðîêñèìèðóþùåãî çíà÷åíèÿ âîçüìåì uh
x̄,i. Ïî îïðåäåëåíèþ,

uh
i = u(xi) + zi è, ñëåäîâàòåëüíî

uh
x̄,i = ux̄,i + zx̄,i.Ïîñêîëüêó

ux̄,i = u′(xi−1/2) +O(h2),òî, ñ ó÷åòîì (18.90),
uh

x̄,i − u′(xi−1/2) = O(h2),ò.å. òî÷íîñòè â îïðåäåëåíèè è ðåøåíèÿ è ïðîèçâîäíîé èìåþò îäèí è òîò æåïîðÿäîê ìàëîñòè, ÷òî â êîðíå îòëè÷àåòñÿ îò ñèòóàöèè, îïèñàííîé â � 15.Â äàííîì ñëó÷àå î ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ó íàñ áîëüøåèí�îðìàöèè, ÷åì áûëî ðàíüøå.Óïðàæíåíèå 18.10. Âûÿñíèòü, êàêóþ òî÷íîñòü ïðè ïðèáëèæåíèèïðîèçâîäíîé äàåò â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå �îðìóëà (uh
i+1 − uh

i−1)/2h.Óïðàæíåíèå 18.11. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î òî÷íîñòè uh
x̄x,i?



18.11. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ-ÄÈÔÔÓÇÈÈ 28518.11 Óðàâíåíèå êîíâåêöèè-äè��óçèèÄîáàâèì ê óðàâíåíèþ (18.38) åùå îäèí ÷ëåí � ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ èñ-êîìîãî ðåøåíèÿ, óìíîæåííóþ íà íåêîòîðûé êîý��èöèåíò
−(pu′)′ − r(x)u′ + q(x)u = f. (18.91)Êàê àïïðîêñèìèðîâàòü ïåðâûé è ïîñëåäíèé ÷ëåíû ëåâîé ÷àñòè (18.91),ìû çíàåì. Îñòàëîñü ïîñòðîèòü àïïðîêñèìàöèþ âòîðîãî ÷ëåíà. Ñ òî÷êèçðåíèÿ íàèëó÷øåãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ñëåäóåò ïîëîæèòü

u′i ≈
ui+1 − ui−1

2h
=: u◦

x
. (18.92)Òîãäà àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ (18.91) ïðèìåò âèä

−
(
pi−1/2u

h
x̄

)
x,i

− riu
h
◦
x,i

+ qiu
h
i = fi, i = 1, . . . , N − 1. (18.93)Òåîðåìà 18.9. Åñëè u ∈ C4[0, 1], òî ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ðàç-íîñòíîé ñõåìû (18.93) Ψ = O(h2).Äîïîëíèì óðàâíåíèå (18.91) ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ïóñòü, íàïðèìåð,

u(0) = g0, u(1) = g1. (18.94)Òîãäà ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ (18.93) íóæíî äîïîëíèòü ãðàíè÷íûìè óñëî-âèÿìè
uh

0 = g0, uh
N = g1. (18.95)Èìååò ìåñòîÒåîðåìà 18.10. Åñëè êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ (18.91) óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèÿì (18.23), (18.47), à ñåòêà òàêîâà, ÷òî

max
i

|r(xi)|h
2c0

6 1, (18.96)òî çàäà÷à (18.93), (18.95) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è äëÿ íåãî ñïðà-âåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà
max

i
|uh

i | 6 |g0| + |g1| + max
i

|fi|
c1

. (18.97)



286 18. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎ�ÈÈ �ÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÕÅÌÄîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì
uh

◦
x

=
uh

i+1 − uh
i−1

2h
=
uh

i+1 − uh
i + uh

i − uh
i−1

2h
=

1

2
ux +

1

2
ux̄.Ïîäñòàâèì ýòî ïðåäñòàâëåíèå â (18.93)

−1

h

(
pi+1/2u

h
x,i − pi−1/2u

h
x̄,i

)
− ri

2

(
uh

x,i + uh
x̄,i

)
+ qiu

h
i = fi.Îòñþäà

−
(pi+1/2

h
+
ri
2

) uh
i+1 − uh

i

h
+
(pi−1/2

h
− ri

2

) uh
i − uh

i−1

h
+ qiu

h
i = fi.Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (18.96) âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ íåîòðèöàòåëüíûå.Ýòîãî çàìå÷àíèÿ äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâîýòîé òåîðåìû, èñïîëüçóÿ òå æå ñàìûå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è ïðè äîêàçàòåëü-ñòâå òåîðåì 18.7 è 18.1.Óïðàæíåíèå 18.12. Çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 18.10.Óïðàæíåíèå 18.13. Ñ�îðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó î ñõîäèìîñòèðàçíîñòíîé çàäà÷è (18.93), (18.95).



19Ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå óðàâíåíèÿ
19.1 Îñöèëëÿöèè ðåøåíèÿ è ñèíãóëÿðíî âîçìóùåí-íûå óðàâíåíèÿÏðè èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè è ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû (18.93)äëÿ óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè-äè��óçèè (18.91) ìû ââåëè îãðàíè÷åíèå (18.96)íà øàã ñåòêè. Ýòî îãðàíè÷åíèå â ðÿäå ñëó÷àåâ îêàçûâàåòñÿ èçëèøíå îáðå-ìåíèòåëüíûì, è òîãäà îò àïïðîêñèìàöèè (18.92) ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïðè-õîäèòñÿ îòêàçûâàòüñÿ. Îáñóäèì ýòîò âîïðîñ íà ïðèìåðå ïðîñòåéøåãî îä-íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè

d2u

dx2
+ r

du

dx
= 0, r = onst. (19.1)Íàðÿäó ñ àïïðîêñèìàöèåé (18.92) ïðîèçâîäíîé u′ ðàññìîòðèì òàêæå ååàïïðîêñèìàöèè îäíîñòîðîííèìè ðàçíîñòíûìè îòíîøåíèÿìè ux è ux̄. �àçó-ìååòñÿ, ïîðÿäîê ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè â ýòèõ ñëó÷àÿõ áóäåò íèæå.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîâðåìåííî âñå òðè èç óêàçàííûõ àïïðîêñèìàöèé

u′. Äëÿ ýòîãî â ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ââåäåì ïàðàìåòð σ
uh

x̄x + r
[
σuh

x + (1 − σ)uh
x̄

]
= 0. (19.2)Ïðè σ = 1/2 èìååì öåíòðàëüíîå ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå u◦

x
= (ux + ux̄)/2,ïðè σ = 1 � ïðàâîå ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå ux, à ïðè σ = 0 � ëåâîåðàçíîñòíîå îòíîøåíèå ux̄. Ïåðåïèøåì (19.2) â ïîòî÷å÷íîì âèäå

(
1

h2
+
σr

h

)
uh

i+1 −
(

2

h2
+

(2σ − 1)r

h

)
uh

i +

(
1

h2
+

(σ − 1)r

h

)
uh

i−1 = 0.287



288 19. ÑÈÍ�ÓËß�ÍÎ ÂÎÇÌÓÙÅÍÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÝòî åñòü ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè. Åãî õà-ðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä
(

1

h
+ σr

)
q2 −

(
2

h
+ (2σ − 1)r

)
q +

(
1

h
+ (σ − 1)r

)
= 0. (19.3)Ïîñêîëüêó ñóììà êîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (19.3) ðàâíà íóëþ, òî ñðåäèåãî êîðíåé åñòü êîðåíü q1 = 1. Âòîðîé êîðåíü

q2 = q =
1 + (σ − 1)rh

1 + σrh
. (19.4)Ïðîâåäåì êà÷åñòâåííîå ñðàâíåíèå ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíå-íèÿ (19.1) è ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (19.2). Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî

r > 0 (19.5)è ïîñòàâèì çàäà÷ó äëÿ (19.1) íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè Ox
u(0) = 1, u(∞) = 0. (19.6)Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (19.1), (19.5), (19.6) èìååò âèä

u(x) = e−rx. (19.7)Ôóíêöèÿ (19.7) ïîëîæèòåëüíà è ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè x→ ∞.Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (19.2), óäîâëåòâîðÿþùååóñëîâèÿì
uh

0 = 1, lim
i→∞

uh
i = 0. (19.8)Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (19.2) â ñèëó âûøåñêàçàííîãî åñòü

uh
i = c1 + c2q

i. (19.9)Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ðåøåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè áûëî õîòÿ áû îãðàíè÷åí-íûì, íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû (ñì. (19.4))
|q| 6 1, ò.å. − 1 6

1 + (σ − 1)rh

1 + σrh
6 1. (19.10)Ïóñòü σ > 0. Òîãäà çíàìåíàòåëü â (19.10) ïîëîæèòåëåí, ïðàâàÿ ÷àñòüíåðàâåíñòâà èìååò ìåñòî âñåãäà, è ïîýòîìó îñòàåòñÿ òîëüêî îãðàíè÷åíèå

−1 − σrh 6 1 + (σ − 1)rh,



19.1. ÎÑÖÈËËßÖÈÈ �ÅØÅÍÈß 289ò.å.
2 + (2σ − 1)rh > 0.Åñëè σ = 1 èëè σ = 1/2, òî ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî ñî çíàêîì ñòðîãîãîíåðàâåíñòâà, è ðåøåíèå çàäà÷è (19.2), (19.8) ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ σ èìååòâèä
uh

i = qi, i ∈ N. (19.11)Íàëîæèì áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå íà ñåòî÷íîå ðåøåíèå. Ïîòðåáóåì, ÷òîáûîíî áûëî ìîíîòîííûì êàê è ðåøåíèå (19.7) äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è.�åøåíèå (19.11) áóäåò ìîíîòîííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q > 0, ò.ååñëè
1 + (σ − 1)rh > 0. (19.12)Ïðè σ = 1 ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, à ïðè σ = 1/2 òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

rh 6 2 (19.13)(ñðàâíèòü ñ (18.96)).Èòàê, åñëè σ = 1, ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (19.2) åñòü
O(h), íî ðåøåíèå (19.11) çàäà÷è (19.2), (19.8) ìîíîòîííî ïðè ëþáûõ h.Åñëè σ = 1/2, òî ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè åñòü O(h2), íî ðåøåíèå(19.11) ìîíîòîííî òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (19.13). Â ïðîòèâíîìñëó÷àå ðåøåíèå (19.11) áóäåò êîëåáàòüñÿ (ñì. ðèñ. 1), ìåíÿÿ çíàê ïðèïåðåõîäå îò îäíîãî óçëà ê äðóãîìó.

1 2 3 4 5 i
-

6

�èñ. 1Èìåííî ýòè îñöèëëÿöèè ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû (19.2) ïðè σ = 1/2è íå ëþáÿò ïðèêëàäíèêè.



290 19. ÑÈÍ�ÓËß�ÍÎ ÂÎÇÌÓÙÅÍÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÇàìå÷àíèå 19.1. Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîêàçàë ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè-÷èå ìåæäó ñõåìàìè (19.2) ïðè σ = 1 è ïðè σ = 0, õîòÿ îáå ýòè ñõåìû èìåþòïîãðåøíîñòü O(h) è â ýòîì ñìûñëå áëèçêè. Ïðè÷èíà ðàçëè÷èÿ ñîñòîèò âçíàêå êîý��èöèåíòà r. Åñëè áû îí áûë îòðèöàòåëüíûì, òî ñõåìû ñ σ = 1è σ = 0 ïîìåíÿëèñü áû ðîëÿìè.Êàçàëîñü áû, îãðàíè÷åíèå (19.13) íå ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì îáðåìåíèòåëü-íûì, ÷òîáû âñåãäà òðåáîâàòü åãî âûïîëíåíèÿ. Äëÿ îáû÷íûõ çàäà÷ ýòî òàê.Íî åñòü âàæíûé êëàññ òàê íàçûâàåìûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâ-íåíèé, êîãäà îãðàíè÷åíèå (19.13) îêàçûâàåòñÿ âåñüìà îáðåìåíèòåëüíûì.Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå
εu′′ + u′ = 0. (19.14)Çäåñü ε ∈ (0, 1] � ìàëûé ïàðàìåòð. Ïðè ε → 0 äè��åðåíöèàëüíîå óðàâ-íåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà (19.14) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà,äëÿ êîòîðîãî îäíî èç äâóõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, âûäåëÿþùèõ åäèíñòâåííîåðåøåíèå óðàâíåíèÿ (19.14), ñòàíîâèòñÿ ëèøíèì. Ýòî è ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîéíåïðîñòîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ(19.14) ïðè ìàëûõ ε. Åñëè äëÿ óðàâíåíèÿ (19.14) ïîñòàâèòü ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ

u(0) = 0, u(1) = 1, (19.15)òî ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è áóäåò �óíêöèÿ
u(x) =

1 − e−x/ε

1 − e−1/ε
= 1 − e−x/ε − e−1/ε

1 − e−1/ε
, (19.16)ÿâëÿþùàÿñÿ ñóììîé ãëàäêîé, ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ �óíêöèè u0(x) := 1è áûñòðî ìåíÿþùåéñÿ �óíêöèè u1(x) := (e−x/ε − e−1/ε)/(1 − e−1/ε).Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ (19.1) è (19.14) ïåðåõîäÿò îäíî â äðóãîå ïðè

r = 1/ε, òî óñëîâèå (19.13) ïðèìåíèòåëüíî ê ðàçíîñòíîé ñõåìå (19.2) äëÿóðàâíåíèÿ (19.14) ïðèìåò âèä
h 6 2ε. (19.17)Íî â (19.14) ïàðàìåòð ε ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 10−2, 10−4 èëè äàæå

10−8, è îãðàíè÷åíèå (19.17) ñòàíîâèòñÿ ñëèøêîì îáðåìåíèòåëüíûì. Â ýòîéñèòóàöèè ñëåäóåò ëèáî îãðàíè÷èòüñÿ ñõåìîé ñ σ = 1, êîòîðàÿ íå íàêëàäû-âàåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà øàã ñåòêè ñ òî÷êè çðåíèÿ îñöèëèðîâàíèÿðåøåíèÿ, è äîâîëüñòâîâàòüñÿ ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè O(h), ëèáîïûòàòüñÿ ñòðîèòü äðóãèå ñõåìû, êîòîðûå èìåþò ïîãðåøíîñòü O(h2) è íåòðåáóþò îãðàíè÷åíèÿ òèïà (19.17).



19.2. ×ÅÒÛ�ÅÕÒÎ×Å×ÍÀß ÑÕÅÌÀ 29119.2 ×åòûðåõòî÷å÷íàÿ ñõåìàÏîñòðîèì äðóãóþ àïïðîêñèìàöèþ óðàâíåíèÿ (19.1). Áóäåì àïïðîêñèìè-ðîâàòü â (19.1) âòîðîå ñëàãàåìîå ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ
u′(xi) ≈

−ui+2 + 4ui+1 − 3ui

2h
,ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè êîòîðîãî åñòü O(h2). Èñïîëüçóÿ ýòó àïïðîê-ñèìàöèþ, âìåñòî (19.2) áóäåì èìåòü

uh
i+1 − 2uh

i + uh
i−1

h2
+ r

−uh
i+2 + 4uh

i+1 − 3uh
i

2h
= 0. (19.18)Íàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè

q2 − 2q + 1

h2
+ r

−q3 + 4q2 − 3q

2h
= 0.Îáîçíà÷èì rh/2 = ξ è ïåðåïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â âèäå

−ξq3 + (1 + 4ξ)q2 − (2 + 3ξ)q + 1 = 0.Ñóììà êîý��èöèåíòîâ ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâíà íóëþ, è ñëåäîâàòåëüíî, q =
1 åñòü êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïîñëå äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà èç ëåâîé ÷àñòèíà (q − 1) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

−ξq2 + (1 + 3ξ)q − 1 = 0,êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà
q2,3 =

1 + 3ξ ±
√

1 + 6ξ + 9ξ2 − 4ξ

2ξ
.Î÷åâèäíî, ÷òî îáà ýòè êîðíÿ ïîëîæèòåëüíû ïðè ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ

ξ. Ïîñêîëüêó îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (19.18) èìååò âèä
uh

i = c1 + c2q
i
2 + c3q

i
3,òî îñöèëëÿöèè ýòîãî ðåøåíèÿ áóäóò îòñóòñòâîâàòü íà ëþáîé ñåòêå, ò.å.ïðè ëþáûõ h.Àïïðîêñèìèðóþùèì ýêñïîíåíòó e−rh áóäåò êîðåíü

q2 =
1

2ξ

[
1 + 3ξ −

√
1 + 2ξ + 9ξ2

]
=

=
1

2ξ

{
1 + 3ξ −

[
1 +

2ξ + 9ξ2

2
− (2ξ + 9ξ2)2

8
+

8

16
ξ3 + O(ξ4)

]}
=

= 1 − 2ξ + 2ξ2 + O(ξ3) = 1 − rh+
r2h2

2
+O(h3) = e−rh +O(h3)



292 19. ÑÈÍ�ÓËß�ÍÎ ÂÎÇÌÓÙÅÍÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÇàìå÷àíèå 19.2. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (19.18) íåëüçÿ íàïèñàòü äëÿ
i = N − 1, òî â ýòîì óçëå äîëæíà áûòü íàïèñàíà äðóãàÿ àïïðîêñèìàöèÿóðàâíåíèÿ (19.1), íàïðèìåð, (19.2) ïðè i = N−1 ñ ëþáûì σ (ëèáî σ = 1/2,ëèáî σ = 1).Çàìå÷àíèå 19.3. Ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé r > 0. Åñëè r < 0, òî, ñäåëàââ (19.1) çàìåíó íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé 1 − x = t, ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

d2u

dt2
− r

du

dt
= u′′ + |r|u′ = 0.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè r < 0 â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ íóæíî èñïîëüçî-âàòü àïïðîêñèìàöèþ, çåðêàëüíóþ ê òîé, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè r > 0.Èìåííî, âìåñòî ðàçíîñòè âïåðåä (ui+1 − ui)/h � ðàçíîñòü íàçàä (ui −

ui−1)/h, à âìåñòî (−ui+2 + 4ui+1 − 3ui)/2h � àïïðîêñèìàöèþ
ux̄,i +

h

2
ux̄x,i =

ui−2 − 4ui−1 + 3ui

2h
.19.3 Ìîíîòîííàÿ ñõåìà ÑàìàðñêîãîÄðóãîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ìîíîòîííîé ðàçíîñòíîé ñõåìû �îðìàëüíîâòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè áûë ïðåäëîæåí À.À. Ñàìàðñêèì. Ñóòüåãî ðàññóæäåíèé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíå-íèå (18.91), êîý��èöèåíòû êîòîðîãî, äëÿ ïðîñòîòû, áóäåì ñ÷èòàòü ïîñòî-ÿííûìè. Íàïèøåì äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ àïïðîêñèìàöèþ ñ öåíòðàëüíûìðàçíîñòíûì îòíîøåíèåì

puh
x̄x,i + ruh

◦
x,i

= −fi. (19.19)Ïîñêîëüêó
uh

◦
x

=
1

2
uh

x +
1

2
uh

x̄ = uh
x −

1

2
(uh

x − uh
x̄) = uh

x −
h

2
uh

x̄x.òî óðàâíåíèå (19.19)ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
p

(
1 − rh

2p

)
uh

x̄x,i + ruh
x,i = −fi. (19.20)Çàìå÷àÿ, ÷òî

1

1 + rh
2p

= 1 − rh

2p
+O

((rh
2p

)2)
,



19.3. ÌÎÍÎÒÎÍÍÀß ÑÕÅÌÀ ÑÀÌÀ�ÑÊÎ�Î 293íàïèøåì âìåñòî (19.20) íîâîå óðàâíåíèå
p

1 + rh
2p

uh
x̄x,i + ruh

x,i = −fi. (19.21)�àçíîñòíàÿ ñõåìà (19.21) íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé ñõåìîé Ñàìàðñêîãî.Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ (19.21) èìååò âèä(
p+ rh+

r2h2

2p

)
q2 −

(
2p+ rh+

r2h2

2p

)
q + p = 0.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îäèí èç êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí 1, à âòîðîé

q =

(
1 +

rh

p
+
r2h2

2p2

)−1

.ò.å. îáà êîðíÿ ïîëîæèòåëüíû, è ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (19.21)êîëåáàíèé èìåòü íå ìîæåò. Â ýòîì ñìûñëå ðåøåíèÿ (19.21) âåäóò ñåáÿ òàêæå, êàê ðåøåíèÿ (19.2) ïðè σ = 1. Íàïîìíèì, ÷òî ñõåìà (19.2) ïðè σ = 1èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè, à ñõåìà (19.21) ïîçèöèîíèðóåòñÿêàê ñõåìà âòîðîãî ïîðÿäêà.Èññëåäóåì áîëåå ïîäðîáíî ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ñõåìû (19.21)
ψ = fi −

p

1 + rh
2p

ux̄x,i − rux,i =

= fi −
p

1 + rh
2p

(
u′′i +

h2

12
ũIV

i

)
− r

(
u′i +

h

2
u′′i +

h2

6
˜̃u′′′i

)
.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî u(x) � ãëàäêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18.91), ò.å.âñå èñïîëüçóåìûå â íàñòîÿùèõ ðàññóæäåíèÿõ ïðîèçâîäíûå ýòîãî ðåøåíèÿîãðàíè÷åíû. Òîãäà

ψi = fi −
p

1 + rh
2p

u′′i − r

(
u′i −

h

2
u′′
)

i

+O
(
h2
)

=

=
(1 + rh/(2p))fi −pu′i −(1 + rh/(2p))ru′i −(1 + rh/(2p))rh

2p
pu′′i

1 + rh/(2p)
+O(h2)=

= fi − ru′i − u′′i −
r2h2

2(2p+ rh)
u′′i +O(h2) = − r2h2

2(2p+ rh)
u′′i + O(h2).Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî, åñëè p íå ìàë�î, òî ïîãðåøíîñòü ìîíîòîííîé ñõåìûÑàìàðñêîãî åñòü O(h2), êàê è ó ñõåìû ñ öåíòðàëüíîé ðàçíîñòüþ. Ïî-ñëåäíÿÿ ïðè êîíå÷íûõ p òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé. Åñëè p ñòàíîâèòñÿìàëûì, êîãäà ó ñõåìû ñ öåíòðàëüíîé ðàçíîñòüþ âîçíèêàþò ïðîáëåìû, ïî-ðÿäîê ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèèè ìîíîòîííîé ñõåìû Ñàìàðñêîãî ñòà-íîâèòñÿ ïåðâûì.



294 19. ÑÈÍ�ÓËß�ÍÎ ÂÎÇÌÓÙÅÍÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß19.4 Î ðàâíîìåðíîé ïî ε ñõîäèìîñòèÈññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî êàêîé áû ìåòîä àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ(19.1) èç ÷èñëà ðàññìîòðåííûõ âûøå ìû íè èçáðàëè, â ëþáîì ñëó÷àå ïðè�èêñèðîâàííîì N è ε → 0 íàéäóòñÿ òàêèå óçëû ðàâíîìåðíîé ñåòêè, âêîòîðûõ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ áóäåò O(1). ×òîáû îòìåòèòü ýòîò �àêò,ãîâîðÿò, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ðàâíîìåðíîé ïîìàëîìó ïàðàìåòðó ñõîäèìîñòè.Îäèí èç ïóòåé îáåñïå÷åíèÿ ðàâíîìåðíîé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ñõîäè-ìîñòè � èñïîëüçîâàíèå ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê. Îäíà èç ïðîñòåéøèõ ñåòîê,íàçûâàåìàÿ ñåòêîé Øèøêèíà, èìååò âèä (ñì. ðèñ. 2)
Ω =

{
xi

∣∣ xi = ih, i = 0, 1, . . . , N/2, xi = xN/2 + (i−N/2)H,

i = N/2 + 1, . . . , N, h = δ/(N/2), H = (1 − δ)/(N/2),

δ = min {c ε lnN, 1/2}
}
,

Hh

δ 10 �èñ. 2èëè
xi = x(ti), ãäå ti = i/N, à

x(t) =

{
2δt, 0 6 t 6 1/2,

1 − 2(1 − δ)(1 − t), 1/2 < t 6 1åñòü êóñî÷íî-ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà [0, 1] íà ñåáÿ.Ýòà ñåòêà ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ðàâíîìåðíîé ñ øàãîì h ≪ H íà îòðåçêå
[0, δ] è ñ øàãîì H íà îòðåçêå [δ, 1].�àâíîìåðíàÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó òî÷íîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû îïðåäå-ëÿåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû è âåëè÷èíîé ïà-ðàìåòðà c, êîòîðûé äîëæåí áûòü âûáðàí òàêèì, ÷òîáû íà äëèíå δ áûñòðîìåíÿþùàÿñÿ ñîñòàâëÿþùàÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ óñïåëà ïðèíÿòü ñòîëü ìàëîåçíà÷åíèå, êîòîðîå óæå íå âëèÿåò íà ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.



20×èñëåííûå ìåòîäû äëÿ çàäà÷ ñíåãëàäêèìè ðåøåíèÿìè
�àññìîòðèì ñëåäóþùåå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

−1

x
(xu′)′ +

λ2

x2
u = 0, 0 < x < 1. (20.1)Ýòî óðàâíåíèå íå âêëàäûâàåòñÿ â òîò êëàññ óðàâíåíèé, êîòîðûé ìû äëÿñåáÿ âûäåëèëè. Èìåííî, êîý��èöèåíò p(x) := x > 0, íî íå îòðåçàí îòíóëÿ ïîñòîÿííîé (íà ðàññìàòðèâàåìîì îòðåçêå). Ïîýòîìó äëÿ óðàâíåíèÿ(20.1) â òî÷êå x = 0 íåëüçÿ ñòàâèòü ïðîèçâîëüíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå. Âñàìîì äåëå, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (20.1) â âèäå

u(x) = xα.Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (20.1), íàõîäèì, ÷òî äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿóðàâíåíèÿ òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
α2 = λ2,ò.å. α = ±λ. Òåì ñàìûì, ìû íàøëè äâà �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèÿ óðàâ-íåíèÿ (20.1), è åãî îáùåå ðåøåíèå åñòü

u(x) = c1x
λ + c2x

−λ. (20.2)Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ > 0. Åñëè íàñ èíòåðåñóåòîãðàíè÷åííîå ðåøåíèå (÷òî åñòåñòâåííî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé), òî
c2 = 0 è

u(x) = c1x
λ.Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî åäèíñòâåííûì äîïóñòèìûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì èç÷èñëà êëàññè÷åñêèõ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå

u(0) = 0. (20.3)295



296 20. ×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÄËß ÇÀÄÀ× Ñ ÍÅ�ËÀÄÊÈÌÈ �ÅØÅÍÈßÌÈ(èìåííî ýòî óñëîâèå è áóäåò âûäåëÿòü èç (20.2) îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå).Ïðè x = 1 ìîæíî ñòàâèòü ëþáîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå, íàïðèìåð,
u(1) = 1. (20.4)Òîãäà ðåøåíèåì çàäà÷è (20.1), (20.3), (20.4) áóäåò �óíêöèÿ
u(x) = xλ. (20.5)Åñëè 0 < λ < 1, òî óæå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ ðåøåíèÿíå îãðàíè÷åíà, íå ãîâîðÿ óæå î ÷åòâåðòîé ïðîèçâîäíîé, êîòîðàÿ �èãóðè-ðóåò â ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè. Î õîðîøåé ñõîäèìîñòè ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ãîâîðèòü òðóäíî. Âûõîä èç ñîçäàâøåãîñÿïîëîæåíèÿ ìîæíî íàéòè íà ïóòè èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíîé ñãóùàþùåé-ñÿ ê òî÷êå x = 0 ñåòêè. Êàê ýòó ñåòêó ïîñòðîèòü? Ïóñòü x = x(t) åñòüîòîáðàæåíèå îòðåçêà [0, 1] íà ñåáÿ. Äëÿ t ∈ [0, 1] ââåäåì ðàâíîìåðíóþñåòêó ñ øàãîì τ = 1/N . Òîãäà
xi = x(ti)áóäåò çàäàâàòü óçëû íåðàâíîìåðíîé ñåòêè ïî x. Íà ýòîé íåðàâíîìåðíîéñåòêå

1

1

xi

ti

x

t

-

6

�èñ. 1è àïïðîêñèìèðóåì óðàâíåíèå (20.1). Ïóñòü
hi = xi − xi−1, ~i = (hi + hi+1)/2.



297Òîãäà, èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð, ìåòîä áàëàíñà (ñì. § 19), äëÿ óðàâíåíèÿ (20.1)ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ àïïðîêñèìàöèþ
1

xi

1

~i

(
xi+1/2

uh
i+1 − uh

i

hi+1
− xi−1/2

uh
i − uh

i−1

hi

)
− λ2

x2
i

uh
i = 0. (20.6)Èññëåäóåì ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ýòîé ðàçíîñòíîé ñõåìû íà íåðàâ-íîìåðíîé ñåòêå. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó Òåéëîðà, áóäåì èìåòü

Ψi =
1

xi

1

~i

[
xi+1/2ux,i − xi−1/2ux̄,i

]
− 1

xi
(xu′)′i =

=
1

xi

1

~i

[(
xi +

hi+1

2

)(
u′i +

hi+1

2
u′′i +

h2
i+1

6
u′′′i +

h3
i+1

24
ũIV

i

)
−

−
(
xi −

hi

2

)(
u′i −

hi

2
u′′i +

h2
i

6
u′′′i − h3

i

24
˜̃u

IV

i

)]
− 1

xi
(xu′)′i =

=
1

xi

1

~i

[
h2

i+1

(
xi

6
u′′′i +

1

4
u′′i

)
+ h3

i+1

(
xi

24
ũIV

i +
1

12
u′′′i

)
+
h4

i+1

48
ũIV

i −

− h2
i

(
xi

6
u′′′i +

1

4
u′′i

)
+ h3

i

(
xi

24
˜̃uIV

i +
1

12
u′′′i

)
− h4

i

48
˜̃uIV

i

]
=

=
h2

i+1 − h2
i

~i

(
1

6
u′′′i +

1

4

u′′i
xi

)
+
h3

i+1

~i

(
1

24
ũIV

i +
1

12

u′′′i

xi

)
+

+
h3

i

~i

(
1

24
˜̃uIV

i +
1

12

u′′′i

xi

)
+

1

48

h4
i+1

~i

ũIV
i

xi
− 1

48

h4
i

~i

˜̃uIV
i

xi
. (20.7)Ïîäñòàâèì ñþäà èñòèííîå çíà÷åíèå u(x) èç (20.5) è îöåíèì âêëàä â ïî-ãðåøíîñòü ðåøåíèÿ òèïè÷íîé ñîñòàâëÿþùåé ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè

◦
ψi = c(xi)h

2
ix

λ−4
i .Ýòà ñîñòàâëÿþùàÿ ïðåäñòàâëåíà â ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè (20.7) âòî-ðûì è òðåòüèì ñëàãàåìûìè. Ñîñòàâëÿþùóþ ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ, îòâå-÷àþùóþ ◦

ψi, îáîçíà÷èì ÷åðåç ◦
zi. Äëÿ íåå èìååì óðàâíåíèå

− 1

xi

1

~i

(
xi+1/2

◦
zi+1 −

◦
zi

hi+1
− xi−1/2

◦
zi −

◦
zi−1

hi

)
+
λ2

x2
i

◦
zi = c(xi)h

2
ix

λ−4
i .Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 18.1 äëÿ ìàêñèìóìà |◦zi| ïîëó÷àåìîöåíêó

max
i

|◦zi| 6 max
i

c(xi)h
2
ix

λ−2
i

λ2
. (20.8)



298 20. ×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÄËß ÇÀÄÀ× Ñ ÍÅ�ËÀÄÊÈÌÈ �ÅØÅÍÈßÌÈÈç ýòîé îöåíêè ñëåäóåò, ÷òî, åñëè λ > 2, òî íèêàêèõ ïðîáëåì íåò, èáî âýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè ïîä çíàêîì max, èìååòðàâíîìåðíóþ ïî xi ìàëîñòü O(h2
i ), è ñåòêó ìîæíî áðàòü ðàâíîìåðíîé.Åñëè æå λ < 2, òî ðàâíîìåðíîé ïî xi ìàëîñòè O(h2

i ) óêàçàííîãî âûðà-æåíèÿ íå ãàðàíòèðóåòñÿ, åñëè ñåòêà íå âûáðàíà íàäëåæàùèì îáðàçîì.Ïîñêîëüêó c(xi) èç ïðàâîé ÷àñòè (20.8) ìåíÿåòñÿ ìàëî, âûáåðåì ñåòêóïðè λ < 2 òàê, ÷òîáû
h2

ix
λ−2
i ≈ onst.Òàê êàê

hi = xi − xi−1 = N−1x′(t∗i ), (20.9)òî
h2

ix
λ−2
i = N−2x′

2
(t∗i )x

λ−2
i .Ïóñòü

x′
2
xλ−2 = c,ãäå c � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, èëè

x′xλ/2−1 =
√
c = c1.Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, íàõîäèì, ÷òî

xλ/2 = c1t+ c2,èëè
x = (c1t+ c2)

2/λ.Òàê êàê x(0) = 0, à x(1) = 1, òî c2 = 0, à c1 = 1. Òåì ñàìûì,
x = t2/λ, (20.10)è, ñëåäîâàòåëüíî,

xi = (i/N)2/λ. (20.11)Åñëè óçëû ñåòêè áóäóò çàäàíû ïî çàêîíó (20.11), òî, â ñèëó (20.9), (20.10)ïðè λ < 2
hi = 2N−1t̃

2/λ−1
i /λ,è âåëè÷èíû øàãîâ ñåòêè óìåíüøàþòñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ê ãðàíèöå x = 0,ò.å. ïîñòðîåííàÿ ñåòêà ÿâëÿåòñÿ ñãóùàþùåéñÿ â îêðåñòíîñòè x = 0. Åñëè

i ∼ N , òî hi ∼ cN−1, à åñëè i = 1, òî
h1 =

2

λ
N−2/λ (λ < 2).



299Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñêàçàííîå, à òàêæå (20.5), (20.10) è (20.8), ëåãêîïðîâåðèòü, ÷òî âêëàä ïîñëåäíèõ ÷åòûðåõ ñëàãàåìûõ ïîãðåøíîñòè àïïðîê-ñèìàöèè (20.7) â ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé O(N−2).Îáðàòèìñÿ, íàïðèìåð, ê ïåðâîìó ñëàãàåìîìó ïðàâîé ÷àñòè (20.7). Èñ-ïîëüçóÿ �îðìóëó Òåéëîðà, íàõîäèì, ÷òî
h2

i+1 − h2
i

~i
= 2(hi+1 − hi) = 2(xi+1 − 2xi + xi−1) = 2N−2x′′i (t

∗) = cN−2x1−λ.Ñíîâà ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (20.5), (20.10) è (20.8), çàêëþ÷àåì, ÷òî âêëàäè ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè (20.7) â ïîãðåøíîñòüðåøåíèÿ îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé O(N−2).
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21�àçíîñòíûå ìåòîäû äëÿ óðàâíåíèÿòåïëîïðîâîäíîñòè
Íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ÿâëÿåò ñîáîé ïðîñòåéøèéïðèìåð ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ � óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-íûìè. Âîçüìåì åãî â âèäå

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ f(x, t), 0 < x < 1, 0 < t 6 T. (21.1)×òîáû âûäåëèòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (21.1), íóæíî çàäàòüäîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Òàêîâûìè ìîãóò áûòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, çà-äàâàåìûå ïðè x = 0 è x = 1, è íà÷àëüíîå óñëîâèå, çàäàâàåìîå ïðè t = 0.Ïóñòü, íàïðèìåð, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

u(0, t) = u(1, t) = 0, (21.2)à íà÷àëüíîå óñëîâèå �
u(x, 0) = ϕ(x). (21.3)Êàê èçâåñòíî èç êóðñà ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, çàäà÷à (21.1)-(21.3) ïîñòàâëåíà êîððåêòíî è ïðè íàäëåæàùåé ãëàäêîñòè f(x, t) è ϕ(x)èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.Ïîñìîòðèì íà óðàâíåíèå (21.1) ñ òî÷êè çðåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿîáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì ∂u/∂t =

u̇ è ïåðåïèøåì (21.1) â âèäå
−∂

2u

∂x2
= f(x, t) − u̇ ≡ F(x, t). (21.4)Ñ÷èòàÿ F(x, t) â (21.4) çàäàííîé �óíêöèåé, à t � ïàðàìåòðîì, ìû ìî-æåì óñëîâíî ðàññìàòðèâàòü (21.4) êàê îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå301



302 21. �ÀÇÍÎÑÒÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÒÅÏËÎÏ�ÎÂÎÄÍÎÑÒÈóðàâíåíèå, àïïðîêñèìàöèþ êîòîðîãî ìû ñòðîèòü óìååì. Íà [0, 1] ââåäåìñåòêó
ω̄h =

{
x = xi = ih

∣∣ i = 0, . . . , N
}ñ âíóòðåííèìè óçëàìè

ωh =
{
xi ∈ ω̄h

∣∣ i = 1, . . . , N − 1
}è íà ýòîé ñåòêå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (21.4) àïïðîêñèìèðóåì ðàç-íîñòíûì óðàâíåíèåì

−uh
x̄x,i = Fh(xi, t), xi ∈ ωh. (21.5)Òåïåðü íóæíî âñïîìíèòü (21.4), â ñèëó êîòîðîãî

F(xi, t) = f(xi, t) − u̇(xi, t).Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïîëîæèòü
Fh(xi, t) = fh(xi, t) − u̇h

i .Òîãäà (21.5) ïðèìåò âèä
−uh

x̄x,i = fh
i (t) − u̇h

i , xi ∈ ωh. (21.6)Ýòî ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó (N−1) îáûêíîâåííûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ (N + 1) íåèçâåñòíûìè uh
i ,

i = 0, . . . , N . Âîñïîëüçóåìñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (21.2) è ïîëîæèì
uh

0(t) = uh
N(t) = 0. (21.7)Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ýòèõ íåèçâåñòíûõ èç (21.6) áóäåì èìåòü ñèñòåìó (N−1)óðàâíåíèé ñ (N − 1) íåèçâåñòíûìè.Ïåðåïèøåì òåïåðü (21.6) ïî-äðóãîìó, ïîñòàâèâ íà ïåðâîå ìåñòî ïðîèç-âîäíóþ

u̇h
i = uh

x̄x,i + fh
i (t), i = 1, . . . , N − 1, (21.8)è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

U = [uh
1 . . . u

h
N−1]

T ,

Λ =
1

h2




−2 1 0 . . . 0 0
1 −2 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1 −2


 ,

F = [fh
1 . . . f

h
N−1].

(21.9)



303Òîãäà ñèñòåìà (21.8) ñ ó÷åòîì (21.7) ïðèìåò âèä
dU

dt
= ΛU + F. (21.10)Ââåäåì åùå îäíî îáîçíà÷åíèå

Φ = [ϕ1 . . . ϕN−1]
Tè ïîëîæèì

U(0) = Φ. (21.11)Ñîîòíîøåíèÿ (21.10), (21.11) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàäà÷ó Êîøè äëÿñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü óæå èçó-÷åííûå ìåòîäû. Íàïðèìåð, ìåòîä Ýéëåðà, êîòîðûé ïðèâîäèò ê ñîîòíîøå-íèÿì
U j+1 − U j

τ
= ΛU j + F j, U 0 = Φ, (21.12)èëè íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà

U j+1 − U j

τ
= ΛU j+1 + F j+1, U 0 = Φ, (21.13)à ìîæíî è ìåòîä òðàïåöèé

U j+1 − U j

τ
=

1

2
Λ
[
U j+1 + U j

]
+

1

2

(
F j+1 + F j

)
, U 0 = Φ. (21.14)Ìû íå áóäåì èçó÷àòü îáùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è (21.10), (21.11), àîãðàíè÷èìñÿ îäíîøàãîâûìè, êàê (21.12)-(21.14), êîòîðûå â òåîðèè ðàç-íîñòíûõ ñõåì äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðèíÿòî íàçûâàòü äâóõñëîé-íûìè.Èçó÷åíèå (21.12), (21.13) è (21.14) ìîæíî ïðîâîäèòü îäíîâðåìåííî,åñëè çàïèñàòü èõ åäèíûì îáðàçîì çà ñ÷åò ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà σ:

U j+1 − U j

τ
= σΛU j+1 + (1 − σ)ΛU j + σF j+1 + (1 − σ)F j. (21.15)Ïîëàãàÿ çäåñü σ = 0, 1 èëè 1/2, ïîëó÷èì (21.12), (21.13) èëè (21.14),ñîîòâåòñòâåííî.Ïîñìîòðèì òåïåðü íà (21.15) ñ òî÷êè çðåíèÿ àïïðîêñèìàöèè íå çàäà÷èÊîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (21.10),(21.11), à ñ òî÷êè çðåíèÿ àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è (21.1)-(21.3). Â ðåçóëüòàòå
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xi

h

τtj

xN = 1

tj = T
t

0 x

-

6

�èñ. 1äâóõ øàãîâ àïïðîêñèìàöèè â îáëàñòè [0, 1] × [0, T ] îáðàçîâàíà ñåòêà (ñì.ðèñ. 1),íà êîòîðîé äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (21.1) àïïðîêñèìèðîâàíî ñèñòå-ìîé ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
uh j+1

i − uh j
i

τ
= σuh j+1

x̄x,i +(1−σ)uh j
x̄x,i+f

h j
i , i = 1, . . . , N−1, j = 0, . . . , J−1,(21.16)à ãðàíè÷íûå (21.2) è íà÷àëüíîå (21.3) óñëîâèÿ � ñîîòíîøåíèÿìè

uh j
0 = 0, uh j

N = 0, j = 1, . . . , J, (21.17)è
uh 0

i = ϕi, i = 0, . . . , N, (21.18)ñîîòâåòñòâåííî. (Íà ñâÿçè fh j
i ñ f(x, t) ìû íå îñòàíàâëèâàåìñÿ).Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ

uj
i = u, uj+1

i = û, (û− u)/τ = ut.Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèÿ (21.16) ïðèìóò âèä
uh

t = σûh
x̄x + (1 − σ)uh

x̄x + fh. (21.19)



21.1. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÏÎ ÍÀ×ÀËÜÍÛÌ ÄÀÍÍÛÌ 305Ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (21.1) óðàâíåíèÿìè (21.19)áóäåò ñåòî÷íàÿ �óíêöèÿ
Ψ = fh + σûx̄x + (1 − σ)ux̄x − ut,ãäå u = u(xi, tj) � çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (21.1) â óçëàõ (xi, tj).Óïðàæíåíèå 21.1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè íàäëåæàùåé ãëàäêîñòè (êàêîé?)

Ψ =

{
O(τ + h2) ïðè σ = 0, σ = 1,

O(τ 2 + h2) ïðè σ = 1/2.Çàìå÷àíèå 21.1. Äëÿ íàïèñàíèÿ óðàâíåíèé (21.19) ïðè σ = 0, σ = 1èëè σ = 1/2 òðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà óçëîâ
j + 1

j

•
• • •

• • •
•

• • •
• • •ñîîòâåòñòâåííî, íàçûâàåìûå øàáëîíàìè.21.1 Óñòîé÷èâîñòü ïî íà÷àëüíûì äàííûìÈññëåäóåì ðàçíîñòíóþ ñõåìó (21.16)-(21.18) íà ïðåäìåò åå óñòîé÷èâîñòèïî íà÷àëüíûì äàííûì. Äëÿ ýòîãî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü âóðàâíåíèÿõ (21.16) ðàâíà íóëþ, ò.å.

uh j+1
i − uh j

i

τ
= σuh j+1

x̄x,i + (1 − σ)uh j
x̄x,i,

i = 1, . . . , N − 1,

j = 0, . . . , J − 1.
(21.20)×òîáû èññëåäîâàòü âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè, íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è (21.20),(21.17), (21.18). �åøåíèå áóäåì èñêàòü ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.Áóäåì èñêàòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (21.20) â âèäå

uj
i = XiTj.Òîãäà

Tj+1 − Tj

τ
Xi = (σTj+1 + (1 − σ)Tj)Xx̄x,ièëè

(Tj+1 − Tj)/τ

σTj+1 + (1 − σ)Tj
=
Xx̄x,i

Xi
= −λh, (21.21)



306 21. �ÀÇÍÎÑÒÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÒÅÏËÎÏ�ÎÂÎÄÍÎÑÒÈãäå λh � ïîñòîÿííàÿ. Ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (21.17) äëÿ Xi èç(21.21) ïîëó÷èì çàäà÷ó
Xx̄x,i + λhXi = 0, i = 1, 2, . . . , N − 1, X0 = XN = 0,èëè, â ðàçâåðíóòîì âèäå,

−Xi−1 + 2Xi −Xi+1 = h2λhXi, i = 1, 2, . . . , N − 1, X0 = XN = 0.(21.22)Íî ýòà çàäà÷à ñîâïàäàåò ñ ðàññìîòðåííîé íàìè ðàíåå çàäà÷åé (10.33), åñëèâ ïîñëåäíåé ïîä λ ïîíèìàòü h2λh. Ïîýòîìó, â ñèëó (10.35)
X

(k)
i =

√
2 sin kπxi, i = 1, . . . , N − 1 (21.23)ñóòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû çàäà÷è (21.22), êîòîðûå îðòîãîíàëüíû â ñìûñëåñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
(u, v) =

N−1∑

i=1

uivihè íîðìèðîâàíû, ò.å. ‖X(k)
i ‖2 =

(
X

(k)
i , X

(k)
i

)
= 1. Â ñèëó (10.42)

λh
k =

4

h2
sin2 kπh

2
, k = 1, . . . , N − 1 (21.24)� ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîé çàäà÷è.Äàëåå, èç (21.21) íàõîäèì, ÷òî

T
(k)
j+1 − T

(k)
j

τ
+ λh

k

[
σT

(k)
j+1 + (1 − σ)T

(k)
j

]
= 0èëè

(1 + στλh
k)T

(k)
j+1 = (1 − (1 − σ)τλh

k)T
(k)
j .Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

T
(k)
j+1 = qkT

(k)
j ,ãäå

qk =
1 − (1 − σ)τλh

k

1 + στλh
k

(21.25)è ïîýòîìó
T

(k)
j = ckq

j
k. (21.26)



21.1. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÏÎ ÍÀ×ÀËÜÍÛÌ ÄÀÍÍÛÌ 307Èòàê, ìû íàøëè, ÷òî �óíêöèè
u

j(k)
i = X

(k)
i T

(k)
j , k = 1, . . . , N − 1,ãäå X(k)

i è T (k)
j èç (21.23) è (21.26), ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìèðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (21.20), óäîâëåòâîðÿþùèìè ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì(21.17). Ïîñòðîèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ýòèõ ðåøåíèé

uh j
i =

N−1∑

k=1

ckX
(k)
i qj

k. (21.27)Ïîëàãàÿ çäåñü j = 0, ïîëó÷èì
uh 0

i =
N−1∑

k=1

ckX
(k)
i ,à ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (21.18), çàêëþ÷àåì, ÷òî �óíêöèÿ (21.27) áóäåòóäîâëåòâîðÿòü íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (21.18), åñëè

N−1∑

k=1

ckX
(k)
i = ϕi,ò.å. åñëè ïîñòîÿííûå ck ñóòü êîý��èöèåíòû Ôóðüå �óíêöèè ϕi ïðè ðàç-ëîæåíèè ïî îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå X(k)

i

ck = (ϕ,X(k)) =
N−1∑

i=1

ϕiX
(k)
i h. (21.28)Èòàê, ñåòî÷íàÿ �óíêöèÿ (21.27) ñ êîý��èöèåíòàìè ck èç (21.28) óäî-âëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì (21.20), ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (21.17) è íà÷àëüíî-ìó óñëîâèþ (21.18), à ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (21.20), (21.17),(21.18).Íàéäåì îöåíêó ýòîãî ðåøåíèÿ. Âîçâîäÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (21.27) âêâàäðàò è ñóììèðóÿ ðåçóëüòàò ïî i îò 1 äîN−1, ñ ó÷åòîì îðòîãîíàëüíîñòè

X
(k)
i , áóäåì èìåòü
‖uh j‖2

Lh
2

=

N−1∑

i=1

(uh j
i )2h =

N−1∑

i=1

h

N−1∑

k,l=1

ckclX
(k)
i X

(l)
i qj

kq
j
l =

=
N−1∑

k,l=1

ckclq
j
kq

j
l (X

(k)
i , X

(l)
i ) =

N−1∑

k=1

c2kq
2j
k 6 max

k
q2j
k

N−1∑

k=1

c2k = max
k

q2j
k ‖ϕ‖2

Lh
2

.
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|qk| 6 1. (21.29)Òîãäà

‖uh j‖Lh
2

6 ‖ϕ‖Lh
2
, (21.30)ò.å. Lh

2-íîðìà ðåøåíèÿ ïðè ëþáîì j íå ïðåâîñõîäèò Lh
2-íîðìû íà÷àëüíîãîóñëîâèÿ.Âûÿñíèì, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (21.29). Ñ ó÷åòîì (21.24), (21.25)ïðè σ > 0 èìååì

−
(

1 +
4τ

h2
σ sin2 kπh

2

)
6 1 − 4τ

h2
(1 − σ) sin2 kπh

2èëè, ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ,
2 − 4τ

h2
(1 − 2σ) sin2 kπh

2
> 0, k = 1, . . . , N − 1.Îòñþäà âûòåêàåò óñëîâèå

(1 − 2σ) 6
h2

2τ
min

k

1

sin2 kπh
2

.Ïîñêîëüêó min
k

sin−2 kπh
2 > 1, òî (21.29) áóäåò âûïîëíåíî, åñëè

(1 − 2σ) 6
h2

2τèëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,
σ >

1

2
− h2

4τ
. (21.31)Èòàê, íàìè äîêàçàíàÒåîðåìà 21.1. Åñëè ïàðàìåòð σ ñõåìû (21.20) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-âèþ (21.31), òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (21.20), (21.17), (21.18) ñïðàâåäëèâààïðèîðíàÿ îöåíêà

max
j

‖uh j‖Lh
2

6 ‖uh 0‖Lh
2
, j = 1, 2, . . . , J. (21.32)Îïðåäåëåíèå 21.1. �îâîðÿò, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (21.20) óñòîé÷èâàïî íà÷àëüíûì äàííûì, åñëè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (21.20), (21.17), (21.18)ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uh j‖(1) 6 M‖uh 0‖(2),ãäå ‖ · ‖(1) è ‖ · ‖(2) � íåêîòîðûå íîðìû, à M = onst > 0 íå çàâèñèò îò τè h.



21.2. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÏÎ Ï�ÀÂÎÉ ×ÀÑÒÈ 309Ñëåäñòâèå 1. Òåîðåìà 21.1 óòâåðæäàåò óñòîé÷èâîñòü ïî íà÷àëüíûìäàííûì ñõåìû (21.20) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (21.31), êîãäà
‖ · ‖(2) = ‖ · ‖Lh

2
, ‖ · ‖(1) = ‖ · ‖Lh

∞(0,T )×Lh
2(0,1).Îáñóäèì óñëîâèå (21.31). Åñëè σ = 1, ò.å. èñïîëüçîâàí íåÿâíûé ìåòîäÝéëåðà äëÿ ñèñòåìû, òî (21.31) âûïîëíåíî ïðè ëþáûõ τ è h. Òî æå ñàìîåèìååò ìåñòî è ïðè σ = 1/2 (ñõåìà òðàïåöèé). Åñëè æå σ = 0, òî äëÿâûïîëíåíèÿ (21.31) íóæíî, ÷òîáû

τ 6 h2/2. (21.33)Ïðî ïåðâûå äâå ñõåìû (ïðè σ = 1 è σ = 1/2) ãîâîðÿò, ÷òî îíè áåçóñëîâíîóñòîé÷èâû, à òðåòüÿ (σ = 0) óñòîé÷èâà óñëîâíî (äëÿ óñòîé÷èâîñòè øàãèïî âðåìåíí�îé ïåðåìåííîé è ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì(21.33)).Íàïîìíèì, ÷òî âñå òðè ñõåìû íóëü-óñòîé÷èâû ïî òåðìèíîëîãèè èçîáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, à ïåðâûå äâå åùå è A-óñòîé÷èâû.Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëà (−λh
k) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû(21.9)

max
k

| − λh
k|

min
k

| − λh
k|

=
λh

N−1

λh
1

=
sin2 (N−1)πh

2

sin2 πh
2

=

=
cos2 πh

2

sin2 πh
2

= tg2πh

2
≫ 1 ïðè h≪ 1,ò.å. ñèñòåìà óðàâíåíèé (21.8) æåñòêàÿ.21.2 Óñòîé÷èâîñòü ïî ïðàâîé ÷àñòèÎáðàòèìñÿ òåïåðü ê íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ (21.19), à âìåñòî (21.18)ïîñòàâèì îäíîðîäíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

uh 0
i = 0, i = 0, . . . , N. (21.34)Òåîðåìà 21.2. Åñëè ïàðàìåòð σ ñõåìû (21.19) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-âèþ (21.31), òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (21.19), (21.17), (21.34)ñïðàâåäëèâààïðèîðíàÿ îöåíêà

max
j

‖uh j‖Lh
2
6 T max

j
‖fh j‖Lh

2
. (21.35)



310 21. �ÀÇÍÎÑÒÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÒÅÏËÎÏ�ÎÂÎÄÍÎÑÒÈÄîêàçàòåëüñòâî. �àçëîæèì uh j
i è fh j

i ïðè êàæäîì j ïî ñîáñòâåííûìâåêòîðàì çàäà÷è (21.22)
uh j

i =
N−1∑

k=1

T
(k)
j X

(k)
i , fh j

i =
N−1∑

k=1

f
(k)
j X

(k)
i .Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ â (21.19) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îðòîãî-íàëüíîñòü X(k)

i , ïîëó÷èì
T

(k)
j+1 − T

(k)
j

τ
+ λh

k

[
σT

(k)
j+1 + (1 − σ)T

(k)
j

]
= f

(k)
j .Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, íàéäåì, ÷òî

[1 + στλh
k]T

(k)
j+1 = [1 − (1 − σ)τλh

k]T
(k)
j + τf

(k)
j ,à, ðàçðåøàÿ îòíîñèòåëüíî T (k)

j+1, áóäåì èìåòü
T

(k)
j+1 = qkT

(k)
j +

τ

1 + στλh
k

f
(k)
j .Â ñèëó (21.29) |qk| 6 1, à ïðè σ > 0 çíàìåíàòåëü (1+στλh

k) > 1 è ïîýòîìó
∣∣ T (k)

j+1

∣∣6
∣∣ T (k)

j

∣∣ |qk| + τ
∣∣ f (k)

j

∣∣6
∣∣ T (k)

j

∣∣ +τ
∣∣ f (k)

j

∣∣ .Äàëåå
‖uh j+1‖Lh

2
=

√√√√
N−1∑

k=1

(
T

(k)
j+1

)2

6

√√√√
N−1∑

k=1

(∣∣ T (k)
j

∣∣ +τ
∣∣ f (k)

j

∣∣
)2

6 ‖uh j‖Lh
2
+τ‖fh j‖Lh

2
.Ñóììèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ïî j â íóæíûõ ïðåäåëàõ, ïðèäåì ê (21.35).Òåîðåìà äîêàçàíà.Òåîðåìà 21.3 (ñõîäèìîñòè). Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (21.31), è ðåøåíèåçàäà÷è (21.1)-(21.3) u(x, t) ∈ C4[0, 1] × C3[0, T ], òî ðåøåíèå uh çàäà÷è(21.16)-(21.18) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé fh j

i ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ u çàäà÷è(21.1)-(21.3) ñî ñêîðîñòüþ O(h2 + (σ − 1/2)τ + τ 2).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü zj
i = uh j

i − u(xi, tj) � ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ.Âûðàæàÿ uh j
i ÷åðåç zj

i è u(xi, tj) è ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò â (21.16)-(21.18),äëÿ zj
i ïîëó÷èì çàäà÷ó

zj+1
i − zj

i

τ
= σzj+1

x̄x,i + (1 − σ)zj
x̄x,i + Ψj

i ,

zj
0 = zj

N = 0, z0
i = 0.

(21.36)



21.3. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ Â ÑÌÛÑËÅ ÌÀÊÑÈÌÓÌÀ ÌÎÄÓËß 311Äëÿ çàäà÷è (21.36) ñïðàâåäëèâà îöåíêà, óñòàíàâëèâàåìàÿ òåîðåìîé 21.2,ò.å.
max

j
‖zj

i ‖Lh
2

6 T max
j

‖Ψj
i‖Lh

2
.Èñïîëüçóÿ òåïåðü ðåçóëüòàòû óïðàæíåíèÿ 21.1, ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþòåîðåìû.21.3 Óñòîé÷èâîñòü â ñìûñëå ìàêñèìóìà ìîäóëÿÒåîðåìà 21.4. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

2(1 − σ)

h2
τ 6 1, (21.37)òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (21.16)-(21.18) ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

max
ij

|uh j
i | 6 max

i
|ϕi| + T max

ij
|fh j

i |. (21.38)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (21.16) â ïîòî÷å÷íîì âèäå
uh j+1

i − uh j
i

τ
= σ

uh j+1
i−1 − 2uh j+1

i + uh j+1
i+1

h2
+ (1 − σ)

uh j
i−1 − 2uh j

i + uh j
i+1

h2
+ fh j

iè ïðèâåäåì ïîäîáíûå ÷ëåíû
(

1

τ
+

2σ

h2

)
uh j+1

i =

=
σ

h2
uh j+1

i−1 +
σ

h2
uh j+1

i+1 +

(
1

τ
− 2(1 − σ)

h2

)
uh j

i +
1 − σ

h2
uh j

i−1 +
1 − σ

h2
uh j

i+1 + fh j
i .Âîçüìåì ìîäóëè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé è îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãîñîîòíîøåíèÿ ÷åðåç ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëåé uh j

i , uh j+1
i è fh j

i .Áóäåì èìåòü
(

1

τ
+

2σ

h2

)
|uh j+1

i | 6

6
2σ

h2
max

i
|uh j+1

i | +
(∣∣∣∣

1

τ
− 2(1 − σ)

h2

∣∣∣∣ +
2(1 − σ)

h2

)
max

i
|uh j

i | + max
i

|fh j
i |.Áåðÿ òåïåðü ìàêñèìóì ïî i ëåâîé ÷àñòè è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, ïîñëåäîìíîæåíèÿ íà τ ïîëó÷èì:

max
i

|uh j+1
i | 6

(∣∣∣∣ 1 − 2(1 − σ)τ

h2

∣∣∣∣ +
2(1 − σ)τ

h2

)
max

i
|uh j

i | + τ max
i

|fh j
i |.
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i |:

∣∣∣∣1 − 2(1 − σ)τ

h2

∣∣∣∣+
2(1 − σ)

h2
τ =





1 ïðè 2(1 − σ)

h2
τ 6 1,

4(1 − σ)τ

h2
− 1 > 1 ïðè 2(1 − σ)

h2
τ > 1

.Â ñèëó óñëîâèÿ (21.37) òåîðåìû ðåàëèçóåòñÿ ïåðâàÿ âîçìîæíîñòü, è ñëå-äîâàòåëüíî
max

i
|uh j+1

i | 6 max
i

|uh j
i | + τ max

i
|fh j

i |. (21.39)Ïóñòü
max

j
max

i
|uh j

i | = max
i

|uh j0
i |.Òîãäà

max
i j

|uh j
i | = max

i
|uh j0

i | 6 max
i

|uh j0−1
i | + τ max

i
|fh j0−1

i |.Ïðèáàâëÿÿ ñþäà âñå ïðåäûäóùèå íåðàâåíñòâà (21.39) ïðè j = j0−2, . . . , j =
0, ïîëó÷èì

max
i j

|uh j
i | 6 max

i
|ϕi| +

J∑

j=1

τ max
i

|fh j−1
i | 6 max

i
|ϕi| + T max

i j
|fh j

i |.Òåîðåìà äîêàçàíà.Ñëåäñòâèå 2. Ïðè σ = 1 îöåíêà (21.38) âåðíà íà ëþáîé ñåòêå. Ïðè σ = 0(21.37) ñîâïàäàåò ñ (21.31), è äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè îöåíêè (21.38) äîëæíîáûòü âûïîëíåíî óñëîâèå (21.33). Åñëè æå σ = 1/2, òî îöåíêà (21.38) âåðíàïðè
τ/h2

6 1. (21.40)21.4 Ñåòî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ÔóðüåÏóñòü {xm} � ñîâîêóïíîñòü ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëîâ íà îñè Ox. Áóäåìèñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå
v(xm) = vm, m ∈ Z.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî vm ∈ l2, ò.å.

∑

m∈Z

|vm|2 <∞. (21.41)



21.4. ÑÅÒÎ×ÍÎÅ Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈÅ ÔÓ�ÜÅ 313Îïðåäåëåíèå 21.2. Áóäåì íàçûâàòü 2π-ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ
(Fvm)(ξ) =

∑

m∈Z

vme
−imξ = ṽ(ξ) (21.42)ñåòî÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå.Îïðåäåëåíèå 21.3. Îáðàòíûì ñåòî÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå íà-çûâàåòñÿ ñåòî÷íàÿ �óíêöèÿ

(F−1ṽ)m =
1

2π

∫ 2π

0

ṽ(ξ)eimξdξ = vm. (21.43)Çàìå÷àíèå 21.2. Ñîîòíîøåíèå (21.42) íà ñàìîì äåëå ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé ñóììó ðÿäà Ôóðüå, êîý��èöèåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿðàññìàòðèâàåìîé íàìè ñåòî÷íîé �óíêöèè vm. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ (21.43)åñòü �îðìóëà äëÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå 2π-ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèè ṽ(ξ).Çàìå÷àíèå 21.3. Ìîæíî áûëî áû íàçûâàòü ñåòî÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåìÔóðüå �óíêöèþ
Fvm =

∑

m∈Z

hvme
−i(mh)ξ/h ≡ ṽ(ξ/h), ξ/h = ξ′, (21.44)ãäå h � ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè óçëàìè h = xm − xm−1. Òîãäàîáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðèíÿëî áû âèä

F−1ṽ =
1

2πh

2π∫

0

ṽ(ξ′)ei(mh)ξ/hdξ =
1

2π

π/h∫

−π/h

ṽ(ξ′)ei(mh)ξ′dξ′. (21.45)Óñòðåìëÿÿ â (21.44) è â (21.45) h ê íóëþ, ïîëó÷èì îáû÷íûå ïðÿìîå èîáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:
Fv(x) =

∞∫

−∞

v(x)e−ixξdx = ṽ(ξ),

F−1ṽ(ξ) =
1

2π

∞∫

−∞

ṽ(ξ)eixξdξ = v(x).Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîòðåáóåòñÿ èçâåñòíîå èç òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüåðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ
2π∫

0

|ṽ|2dξ =: ‖ṽ‖2
L2(0,2π) =

1

2π
‖vm‖2

l2
:=

1

2π

∑

m∈Z

|vm|2. (21.46)



314 21. �ÀÇÍÎÑÒÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÒÅÏËÎÏ�ÎÂÎÄÍÎÑÒÈÏóñòü T åñòü îïåðàòîð ñäâèãà íàïðàâî, ò.å.
Tvm = vm+1.Îáðàòíûì ê íåìó áóäåò îïåðàòîð ñäâèãà íàëåâî
T−1vm = vm−1.Íàéäåì ñåòî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ýòèõ îïåðàòîðîâ

F (Tvm) =
∑

m∈Z

vm+1e
−imξe−iξeiξ = eiξṽ(ξ).Àíàëîãè÷íî

F (T−1vm) = e−iξṽ(ξ).Òåïåðü íàéäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàçíîñòíûõ îòíîøåíèé. Èìååì
Fvx,m =

1

h
F (T − I)vm =

eiξ − 1

h
ṽ(ξ), (21.47)

Fvx̄,m =
1

h
(I − T−1)vm =

1 − e−iξ

h
ṽ(ξ), (21.48)

Fvx̄x,m =
1

h
F (vx,m − vx̄,m) =

eiξ − 1 − 1 + e−iξ

h2
ṽ(ξ) =

=
(eiξ/2 − e−iξ/2)2

h2
ṽ(ξ) = −4 sin2 ξ/2

h2
ṽ(ξ). (21.49)21.5 Óñòîé÷èâîñòü ïî íà÷àëüíûì äàííûì ðàçíîñòíîéñõåìû äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè�àññìîòðèì ðàçíîñòíóþ ñõåìó (21.19) ïðè fh ≡ 0 íà ñåòêå, çàäàííîé íàâñåé îñè Ox, ò.å. ïóñòü

uh
t,m = σûh

x̄x,m + (1 − σ)uh
x̄x,m, m ∈ Z. (21.50)Òåîðåìà 21.5. Åñëè ïàðàìåòð σ ñõåìû (21.50) ïîëîæèòåëåí è óäîâëå-òâîðÿåò óñëîâèþ

σ >
1

2
− h2

4τ
(21.51)òî äëÿ ðåøåíèÿ (21.50) èìååò ìåñòî àïðèîðíàÿ îöåíêà

max
j

‖uh j‖Lh
2

6 ‖uh 0‖Lh
2
, j = 1, 2, . . . . (21.52)



21.5. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÏÎ ÍÀ×ÀËÜÍÛÌ ÄÀÍÍÛÌ 315Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì â (21.50) ñåòî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
ũt +

4 sin2 ξ/2

h2
(σ ˆ̃u+ (1 − σ)ũ) = 0.�àçðåøàÿ ýòî îáûêíîâåííîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíî-ñèòåëüíî ˆ̃u, ïîëó÷èì

ˆ̃u = q(ξ)ũ, (21.53)ãäå
q(ξ) =

1 − (1 − σ)
4τ

h2
sin2 ξ

2

1 + σ
4τ

h2
sin2 ξ

2

. (21.54)Èç (21.53)
‖ˆ̃u‖L2(0,2π) = ‖q(ξ)ũ‖L2(0,2π) 6 max

06ξ62π
|q(ξ)| ‖ũ‖L2(0,2π).Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî L2-íîðìà îáðàçà Ôóðüå ðåøåíèÿ íå áóäåò âîçðàñòàòü,åñëè

|q(ξ)| 6 1. (21.55)Ïðè ýòîì
‖ˆ̃u‖L2(0,2π) 6 ‖ũ‖L2(0,2π) 6 · · · 6 ‖ũ0‖L2(0,2π).Ïðèíèìàÿ òåïåðü âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ (21.46), ïðèõîäèì ê(21.52).Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî (21.55) ñëåäóåò èç (21.51). Òàê êàê σ > 0, òîçíàìåíàòåëü â (21.54) ïîëîæèòåëåí, è âñåãäà q 6 1. Îñòàëîñü ïðîâåðèòüóñëîâèå q > −1, êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

2 − (1 − 2σ)
4τ

h2
sin2 ξ

2
> 0èëè

1 − 2σ 6
h2

2τ sin2 ξ

2

.Íî ýòî óñëîâèå áóäåò âûïîëíåíî, åñëè
1 − 2σ 6 min

ξ

h2

2τ sin2 ξ

2

=
h2

2τ
,÷òî ýêâèâàëåíòíî (21.51). Òåîðåìà äîêàçàíà.Óïðàæíåíèå 21.2. �àññìîòðåòü íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå è óñòàíîâèòüîöåíêó ðåøåíèÿ ÷åðåç ïðàâóþ ÷àñòü.



22�àçíîñòíûå ñõåìû äëÿ óðàâíåíèÿêîëåáàíèé ñòðóíû
22.1 Àïïðîêñèìàöèÿ�àññìîòðèì äðóãîé ïðèìåð óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè � óðàâ-íåíèå êîëåáàíèé ñòðóíû

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
, 0 < x < 1, 0 < t < T. (22.1)Ýòî � ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå. Êîððåêòíîé äëÿ íåãî ÿâëÿåòñÿ ñìå-øàííàÿ çàäà÷à, íàïðèìåð,

u(0, t) = u(1, t) = 0, u(x, 0) = ū(x),
∂u

∂t
(x, 0) = ¯̄u(x). (22.2)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè x = 0 è x = 1 ïðåäïîëàãàþòñÿ îäíîðîäíûìèãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà, à â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ �óíêöèéâçÿòû íåêîòîðûå �óíêöèè ū(x) è ¯̄u(x).Êàê è ïðè ïîñòðîåíèè àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè,àïïðîêñèìèðóåì ñíà÷àëà ïðîèçâîäíóþ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé

x. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì çàäà÷ó
üh

i (t) = uh
x̄x,i(t), i = 1, . . . , N − 1,

uh
0(t) = uh

N(t) = 0,

uh(xi, 0) = ū(xi), u̇h(xi, 0) = ¯̄u(xi),

(22.3)êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû (N − 1) äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Òåïåðü ïðîèçâåäåì àïïðîê-ñèìàöèþ ïî âðåìåíí�îé ïåðåìåííîé: ïðîèçâîäíóþ ü(t) çàìåíèì âòîðûì316



22.1. ÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÀÖÈß 317ðàçíîñòíûì îòíîøåíèåì
ut̄t(tj) ≡ [u(tj+1) − 2u(tj) + u(tj−1)]/τ

2,à ïðàâóþ ÷àñòü (22.3) � ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé åå çíà÷åíèé ïðè t = tj−1,
t = tj è t = tj+1. Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü

uh
t̄t,i = σûh

x̄x,i + (1 − 2σ)uh
x̄x,i + σǔh

x̄x,i, i = 1, . . . , N − 1, (22.4)ãäå íàðÿäó ñ óæå ââåäåííûì ðàíåå îáîçíà÷åíèåì v̂i = vi(tj+1) ïðèíÿòîîáîçíà÷åíèå v̌i = vi(tj−1). Ïðàâàÿ ÷àñòü (22.4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîáùóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ, à ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ, ñèììåòðè÷íóþîòíîñèòåëüíî tj−1 è tj+1.Ê óðàâíåíèÿì (22.4) íóæíî äîáàâèòü ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ,êîòîðûå äîëæíû àïïðîêñèìèðîâàòü ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèÿ (22.3)
uh j

0 = uh j
N = 0, j = 0, . . . , J, (22.5)

uh 0
i = ū(xi), i = 1, . . . , N − 1. (22.6)Âòîðîå èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé (22.3) ñîäåðæèò ïðîèçâîäíóþ. Àïïðîêñè-ìèðóÿ åå ïî äâóì òî÷êàì, ïîëó÷èì
uh 0

t,i = ¯̄u(xi), i = 1, . . . , N − 1. (22.7)Òåîðåìà 22.1. Åñëè ðåøåíèå u(x, t) óðàâíåíèÿ (22.1) îáëàäàåò íåïðå-ðûâíûìè ÷åòâåðòûìè ïðîèçâîäíûìè, òî ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèèðàçíîñòíîé ñõåìû (22.4) åñòü O(τ 2 + h2).Äîêàçàòåëüñòâî.
Ψj

i = σûx̄x,i + (1 − 2σ)ux̄x,i + σǔx̄x,i − ut̄t,i = στ 2ux̄xt̄t,i + ux̄x,i − ut̄t,i =

=
∂2u

∂x2
+O(h2) − ∂2u

∂t2
+ O(τ 2) = O(τ 2 + h2).Òåîðåìà äîêàçàíà.Íàéäåì ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (22.7)

◦
ψi = −u0

t,i + ¯̄u(xi) = −∂u
∂t

(xi, 0) − τ

2

∂2u

∂t2
(xi, 0) +O(τ 2) + ¯̄u(xi) =

= −τ
2

∂2u

∂t2
(xi, 0) +O(τ 2).

(22.8)



318 22. �ÀÇÍÎÑÒÍÛÅ ÑÕÅÌÛ ÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÊÎËÅÁÀÍÈÉ ÑÒ�ÓÍÛÏîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (22.7) åñòü O(τ). Ïî-ñòðîèì äðóãóþ àïïðîêñèìàöèþ ñ ïîãðåøíîñòüþ íå õóæå O(τ 2 + h2). Äëÿýòîãî ïðåîáðàçóåì (22.8). Â ñèëó (22.1) ∂2u

∂t2
(x, 0) =

∂2u

∂x2
(x, 0), è ïîýòîìó

◦
ψi = −τ

2

∂2u

∂x2
(xi, 0) +O(τ 2).Ïðèíèìàÿ òåïåðü âî âíèìàíèå (22.2), áóäåì èìåòü

◦
ψi = −τ

2
ū′′(xi) + O(τ 2).Îòñþäà è èç (22.8) ñëåäóåò, ÷òî åñëè âìåñòî ¯̄u(xi) â (22.7) ïîëîæèòü ¯̄u(xi)+

τ

2
ū′′(xi), ò.å. íàïèñàòü óñëîâèå

uh 0
t,i = ¯̄ui +

τ

2
ū′′i , (22.9)òî ïîãðåøíîñòü ýòîé àïïðîêñèìàöèè áóäåò O(τ 2). Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òîåñëè âìåñòî ū′′i â (22.9) ïîäñòàâèòü ūx̄x,i, ò.å. âçÿòü

uh 0
t,i = ¯̄ui +

τ

2
ūx̄x,i, (22.10)òî ïîãðåøíîñòü ýòîé àïïðîêñèìàöèè áóäåò O(τ 2 + h2).Àïïðîêñèìàöèÿ (22.10) âñåì õîðîøà çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî íî. Èìåí-íî, äëÿ àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (22.1) ìû èñïîëüçîâàëè îäíîïàðàìåò-ðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðàçíîñòíûõ ñõåì, ñðåäè êîòîðûõ èìåþòñÿ êàê ÿâíàÿ(σ = 0), òàê è íåÿâíûå (σ 6= 0). Àïïðîêñèìàöèÿ æå (22.10) âñåãäà ÿâíàÿ.Âíåñåì ïàðàìåòð è â íà÷àëüíîå óñëîâèå. Ïóñòü

uh 0
t,i = ¯̄ui +

τ

2
[γuh 1

x̄x,i + (1 − γ)uh 0
x̄x,i].ßñíî, ÷òî ïîãðåøíîñòü ýòîé àïïðîêñèìàöèè ñíîâà íå õóæå O(τ 2 + h2).Íàêîíåö, ñîãëàñóåì ïàðàìåòð γ ñ ïàðàìåòðîì σ, ïîëàãàÿ γ/2 = σ. Àï-ïðîêñèìàöèÿ âòîðîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (22.2) ïðèìåò ñëåäóþùèé îêîí-÷àòåëüíûé âèä

uh 0
t,i = τσuh 1

x̄x,i + τ(
1

2
− σ)uh 0

x̄x,i + ¯̄ui. (22.11)22.2 Óñòîé÷èâîñòü ïî íà÷àëüíûì äàííûìÈññëåäóåì âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ñõåìû (22.4) ïî íà÷àëüíûì äàííûì.Îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì çàäà÷è Êîøè, ò.å. áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óðàâ-íåíèÿ (22.4) è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (22.6) è (22.11) çàäàíû äëÿ âñåõ i ∈ Z.



22.2. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÏÎ ÍÀ×ÀËÜÍÛÌ ÄÀÍÍÛÌ 319Èìåííî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó
uh

t̄t,i = σûh
x̄x,i + (1 − 2σ)uh

x̄x,i + σǔh
x̄x,i, i ∈ Z, (22.12)

uh 0
i = ūi, uh 0

t,i = τσuh 1
x̄x,i + τ(

1

2
− σ)uh 0

x̄x,i + ¯̄ui, i ∈ Z. (22.13)Òåîðåìà 22.2. Åñëè ïàðàìåòð σ çàäà÷è (22.12), (22.13) íåîòðèöàòåëåíè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
σ >

1

4
− h2

4τ 2
, (22.14)òî äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

‖uh j‖Lh
2

6 ‖ū‖Lh
2
+ T ‖¯̄u‖Lh

2
. (22.15)Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì ñåòî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (22.12),(22.13). Äëÿ îáðàçà Ôóðüå ũj(ξ) ðåøåíèÿ uh j

i ïîëó÷èì çàäà÷ó
ũt̄t +

4 sin2 ξ
2

h2
[σ ˆ̃u+ (1 − 2σ)ũ+ σ ˇ̃u] = 0,

ũ0 = ˜̄u, ũ0
t +

4τ sin2 ξ
2

h2

[
σũ1 +

(
1

2
− σ

)
ũ0

]
= ˜̄̄u.

(22.16)Óìíîæèì òåïåðü óðàâíåíèå (22.16) íà τ 2 è ïåðåïèøåì â ïîòî÷å÷íîì âèäå
ũj+1 − 2ũj + ũj−1 +

4τ 2

h2
sin2 ξ

2
[σũj+1 + (1 − 2σ)ũj + σũj−1] = 0.Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

2τ

h
sin

ξ

2
= λ (22.17)è íàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

(1 + σλ2)q2 − 2

(
1 +

(
σ − 1

2

)
λ2

)
q + (1 + σλ2) = 0èëè

q2 − 2
1 + (σ − 1/2)λ2

1 + σλ2
q + 1 = 0.Îòñþäà íàõîäèì êîðíè

q1,2 =
1 + (σ − 1/2)λ2

1 + σλ2
±

±
√

[1 + (σ − 1/2)λ2 + 1 + σλ2][1 + (σ − 1/2)λ2 − 1 − σλ2]

1 + σλ2
=

=
1 + (σ − 1/2)λ2 ±

√
[1 + (σ − 1/4)λ2](−λ2)

1 + σλ2
.

(22.18)
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1 +

(
σ − 1

4

)
λ2 > 0,òî êîðíè q1 è q2 áóäóò êîìïëåêñíûìè è ðàâíûìè ïî ìîäóëþ 1. Åñëè æå

1 +

(
σ − 1

4

)
λ2 = 0,òî

q1,2 =
1 + (σ − 1/2)λ2

1 + σλ2
=

−1/4λ2

1/4λ2
= −1è ñíîâà |q1,2| = 1.Âûÿñíèì, êîãäà

1 +

(
σ − 1

4

)
λ2

> 0,èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
(1/4− σ) 6

1

λ2
.Ýòî íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíåíî ïðè âñåõ ξ ∈ (0, 2π], åñëè (ñì. (22.17))

1

4
− σ 6 min

ξ

1

λ2
=

h2

4τ 2
.Íî ýòî óñëîâèå ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì (22.14) òåîðåìû 22.2, è, ñëåäîâàòåëü-íî, |q1,2| = 1.Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

q1,2 = e±iϕ(ξ) = cosϕ± i sinϕ,ãäå, ñîãëàñíî (22.18),
cosϕ =

1 + (σ − 1/2)λ2

1 + σλ2
, sinϕ =

|λ|
√

1 + (σ − 1/4)λ2

1 + σλ2
, (22.19)è íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è (22.16). Îáùåå ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ(22.16) åñòü

ũj = c1 cos jϕ + c2 sin jϕ.Ïðè j = 0

ũ0 = c1 = ˜̄u,à ïðè j = 1

ũ1 = c1 cosϕ+ c2 sinϕ.



22.2. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÏÎ ÍÀ×ÀËÜÍÛÌ ÄÀÍÍÛÌ 321Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî
c2 =

ũ1 − ˜̄u cosϕ

sinϕ
. (22.20)Äàëåå, èç âòîðîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (22.16)

ũ1(1 + σλ2) =

(
1 +

(
σ − 1

2

)
λ2

)
ũ0 + τ ˜̄̄u,è, ñëåäîâàòåëüíî,

ũ1 =
1 + (σ − 1/2)λ2

1 + σλ2
ũ0 +

τ ˜̄̄u
1 + σλ2

,à ñ ó÷åòîì (22.19)
ũ1 = cosϕ ˜̄u+

τ ˜̄̄u
1 + σλ2

.Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå ũ1 â (22.20), íàéäåì, ÷òî
c2 =

τ ˜̄̄u
(1 + σλ2) sinϕ

.Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (22.16) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå
ũj = ˜̄u cos jϕ+ τ

˜̄̄u
1 + σλ2

sin jϕ

sinϕ
. (22.21)×òîáû îöåíèòü ïðàâóþ ÷àñòü (22.21), íàì ïîòðåáóåòñÿËåììà 22.1. Ïðè n ∈ N

| sin(nϕ)/ sinϕ| 6 n.Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì
∣∣∣∣
einϕ − e−inϕ

eiϕ − e−iϕ

∣∣∣∣=
∣∣∣∣
e2inϕ − 1

e2iϕ − 1

eiϕ

einϕ

∣∣∣∣=
∣∣∣∣
e2inϕ − 1

e2iϕ − 1

∣∣∣∣=

=
∣∣ e2i(n−1)ϕ + e2i(n−2)ϕ + · · · + 1

∣∣6 n.Ëåììà äîêàçàíà.Èñïîëüçóÿ ëåììó 22.1, èç (22.21) íàõîäèì, ÷òî
|ũj| 6 |˜̄u| + τj|˜̄̄u| 6 |˜̄u| + T |˜̄̄u|.
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‖ũj‖L2(0,2π) 6 ‖˜̄u‖L2(0,2π) + T‖˜̄̄u‖L2(0,2π),à ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ

‖uj‖Lh
2

6 ‖ū‖Lh
2
+ T‖¯̄u‖Lh

2
.Òåîðåìà äîêàçàíà.Ñëåäñòâèå 3. Ïðè σ > 1/4 óñëîâèå (22.14) âûïîëíåíî, è îöåíêà (22.15)ðåøåíèÿ èìååò ìåñòî äëÿ ëþáûõ h è τ . Ïðè σ = 0 (ÿâíàÿ ñõåìà) óñëîâèå(22.14) âûïîëíåíî, åñëè τ 6 h, è ïîýòîìó îöåíêà (22.15) èìååò ìåñòîòîëüêî ïðè óêàçàííîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó τ è h.
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